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1. ВВЕДЕНИЕ

Под метаматериалами в широком смысле будем
понимать любые искусственные среды (ИС), кото-
рые благодаря развитию современных технологий,
включая нанотехнологии, в последние два десятиле-
тия усиленно создаются и широко теоретически ис-
следуются. Их исследование началось более ста лет
назад, и уже к середине прошлого столетия были
получены важные результаты по искусственным ди-
электрикам и структурам (см., например, обзор [1]).
Создаваемые ИС могут быть периодическими и хао-
тическими, т. е. с периодическим и хаотическим рас-
положением частиц или метаатомов (МА) в осно-
ве — обычно некой однородной и изотропной ди-
электрической среде. Другой тип ИС создают и ис-
следуют на основе теории смесей, формул смеше-
ния, теории перколяции, метода компактных групп
и ряда других подходов [2, 3]. Здесь мы такие мета-
материалы не рассматриваем, а будем исследовать
только периодические ИС, которые также называют
фотонными кристаллами. Соответственно имеет ме-
сто аналогия между ними и кристаллами в оптике,

* E-mail: davidovichmv@info.sgu.ru

а аналогией для смесей служат аморфные диэлек-
трики. Часто метаматериалы понимаются в узком
смысле как периодические ИС, содержащие метал-
лические МА или частицы, и даже в более узком
смысле как ИС с «одновременно отрицательными
диэлектрической проницаемостью (ДП) ε и магнит-
ной проницаемостью (МП) μ» [2, 4]. Также их ас-
социируют с ИС, в которых распространяются объ-
емные обратные волны (ОВ) [4]. В последнее время
возрос интерес к метаповерхностям, вдоль которых
возможны ОВ, при этом требование одновременной
отрицательности ДП и МП (или каких-либо их ком-
понент) не является обязательным [5]. Сразу огово-
римся, что ни ε, ни μ отрицательными быть не мо-
гут, поскольку это комплексные величины, тем бо-
лее что потери в металлических МА существенные,
а рассматриваемые структуры с ОВ резонансные.
Кроме того, ОВ существуют в любом фотонном кри-
сталле, который строго описывается только тензор-
ной ДП с учетом пространственной дисперсии [6–8].
Поэтому много работ было посвящено получению и
исследованию полностью диэлектрических ИС с од-
новременно электрическими и магнитными откли-
ками. Ответ на вопрос о том, возможно ли получить
отрицательные эффективные значения ε и μ (а тем
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более их одновременно отрицательные значения) в
полностью диэлектрических ИС, является одной из
целей данной работы и будет дан ниже. Обычно
«одновременность» понимается как значения на од-
ной фиксированной частоте. Эта идея заманчива,
поскольку тангенс угла потерь хороших диэлектри-
ков в широком диапазоне от микроволн до оптики
может быть порядка и меньше 10−4, при этом не
требуется криогенных температур. Однако эти па-
раметры зависят и от волнового вектора k, т. е. на-
до понимать одновременность как принадлежность
к фиксированной точке поверхности изочастот (дис-
персионной поверхности в k-пространстве). Соот-
ветственно переход от одной области дисперсион-
ной поверхности или ветви к другой может сопро-
вождаться переходом от прямых волн к обратным.
Снизить потери на два порядка можно, используя
гелиевые температуры. Такие периодические ИС с
металлическими МА уже можно рассматривать как
фотонные кристаллы наряду с диэлектрическими
ИС. В подобных электромагнитных кристаллах по-
глощением фотонов можно пренебречь, и тогда по-
ведение последних аналогично поведению электро-
нов в обычных кристаллах. Так же как электроны и
дырки в твердотельном кристалле, это квазичасти-
цы — квазифотоны или поляритоны, обладающие
дисперсией и позволяющие эффективно управлять
светом, чем и обусловлен большой интерес к таким
структурам нанофотоники. Квазифотоны обладают
дисперсией, причем для них возможны почти запре-
щенные зоны. Слово «почти» можно опустить, если
пренебречь диссипацией и рассматривать бесконеч-
ный периодический фотонный кристалл.

В электродинамике сплошных сред известно
утверждение, что с ростом частоты МП μ все бо-
лее теряет свой смысл, а в области оптических час-
тот μ ≈ 1, и рассматривать магнитный отклик бес-
смысленно [9] §79, §103. Это утверждение за послед-
ние двадцать лет многократно подвергалось сомне-
нию и опровержению (см., например, [10]). Однако
вывод о нецелесообразности высокочастотного опи-
сания природных материалов и метаматериалов с
помощью МП верен. В данной работе этот вывод,
полученный в [9] в общем случае, подтверждается
конкретно для фотонных кристаллов с привлечени-
ем классической электродинамики и гомогенизации.
Его можно распространить на взаимодействие из-
лучения с периодически расположенными МА как
квантовыми точками. Также рассмотрен вопрос о
создании изотропных метаматериалов. Важным в
этом случае является размер кристалла или число
периодов. Их должно быть так много, чтобы радиа-

ционными потерями можно было пренебречь. Имен-
но в этих приближениях мы и будем рассматривать
задачу. Например, тонкая пленка в 100 нм с пятью
периодами и двумя разными слоями по 10 нм в пе-
риоде не является 1D-кристаллом. Она более соот-
ветствует оптическому фильтру [11, 12]. Чтобы воз-
никло подобие запрещенной зоны, пленка должна
иметь толщину более 800 нм, когда число перио-
дов больше или равно 40 [12]. Фотонный кристалл
(как и обычный) описывается тензором ДП ε̂, а ни-
как не отрицательным скаляром. Однако имеется
весьма много работ, в которых периодические ИС
описываются с помощью ДП ε < 0 и МП μ < 0.
Часто такие параметры просто вводят и анализи-
руются какие-то свойства, например, поведение лу-
чей. Тогда волновая векторная электродинамика за-
меняется лучевой оптикой. В лучшем случае такие
проницаемости вводят в уравнения Максвелла. Это
связано с тем, что строгие решения весьма сложны
и в известных нам работах не применялись (за ис-
ключением использования коммерческих программ-
ных пакетов). Ниже приведены подходы к строго-
му численно-аналитическому решению подобных за-
дач.

Известно, что внутреннее поле играет огромную
роль при описании ДП и МП в природных веще-
ствах. Обычно ДП и МП вводят путем усреднения
полей, индукций и поляризаций микроскопических
уравнений Максвелла –Лоренца по физически бес-
конечно малому объему [6–8, 13]. Для кристаллов
и смесей такой процесс называется гомогенизацией.
Для смесей усреднение проводится по малому объ-
ему с линейным размером, существенно меньшим
длины волны, но в котором много МА. Для фотон-
ного кристалла будем делать усреднение по ячейке
периодичности. Требовать ее малость по сравнению
с длиной волны не обязательно, но для локальнос-
ти материальных уравнений необходимо. Низкочас-
тотная гомогенизация означает k = 0, т. е. прене-
брежение пространственной дисперсией (ПД). Для
рассчитанной зонной структуры гомогенизация за-
висит от точки на дисперсионной поверхности. Упо-
мянутое усреднение изначально зависит и от модели
среды [1, 4–8, 14]. Так, можно вовсе не вводить МП,
т. е. не использовать симметричный подход, а опре-
делять только тензор ε̂. Для определения его шести
компонент (в общем случае комплексных) вполне
достаточно шести скалярных уравнений Максвелла,
что и определяет его преимущества. Симметричный
же подход на основе ε̂ и μ̂ требует введения допол-
нительных условий, обычно связанных с симметри-
ей [15, 16].
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2. ИСТОРИЯ ВОПРОСА

В первых работах по гомогенизации [17–19] при
задании модели среды в виде скаляров ε и μ бы-
ли получены магнитные свойства с использовани-
ем только диэлектрических МА. Так, Левин [17, 18]
рассматривал отражение нормально падающей вол-
ны от кубической решетки сферических магнитоди-
электрических МА. Поляризация волны была фик-
сирована вдоль одной из осей. Использовался ряд
приближений. Для металлических МА был получен
диамагнетизм. Для диэлектрических МА с большой
ДП получена широкая вариация значений μ с утвер-
ждением, что эта величина может лежать почти в
любой точке комплексной плоскости. Это не совсем
так. На рис. 1 приведены результаты вычислений по
формулам из [17, 18], из которых видно, что μ′

e > 0,
μ′′
e > 0 в области ε′2 < 5000. При более высоких зна-

чениях ДП и достаточно больших шариках возмож-
ны резонансы с малой зоной отрицательной ДП. Од-
нако веществ с такими большими линейными изо-
тропными ДП нет, а сами резонансы обусловлены
введенной в [18] функцией F

(
k0a

√
ε2μ2

)
и являют-

ся нефизическими. При больших ДП шариков ДП ε′e
насыщается, что также говорит об ограниченности
модели. ДП основы в расчетах равнялась 3−i0.0003,
при этом получено μ′′

e/μ
′
e ∼ 10−4. ДП шариков из-

менялась от 1 до 10000, при этом тангенс угла по-
терь брался равным 10−4. Сам автор отметил, что
результаты пригодны только для макроскопическо-
го коэффициента отражения при нормальном паде-
нии. То есть при падении под углом параметры мо-
гут измениться. Результаты справедливы в предпо-
ложении k0a� 1, где a— радиус шариков, тогда как
для гомогенизации надо использовать более жесткое
условие k0d � 1, где a � d, d — период. Если это
жесткое условие выполнено, эффективная ДП мало
отличается от проницаемостей основы, а МП умень-
шается на порядок и более. Таким образом, условие
μ′
e � 1 есть результат сильного взаимовлияния МА

(влияния внутреннего поля), при этом модель ста-
новится менее строгой из-за пространственной дис-
персии и других факторов. Основное ограничение
модели при увеличении размеров — исчезновение
сферической симметрии, используемой при выводе
формул.

В работе Рытова [19] рассмотрена плоскослои-
стая периодическая среда. Для нее найдены ска-
лярные ДП и МП, описывающие волны двух попе-
речных направлений. Условия получены путем при-
равнивания волнового сопротивления и коэффици-
ента замедления своим эффективным значениям:

Рис. 1. Re (εe) (кривые 1–4) и Re (μe) (5–8) в зависимости
от Re (ε2) согласно [12,13] при μ1 = μ2 = 1, k0d

√
ε1 = 0.1:

ε1 = 3 (1–3, 5–7), 1 (4, 8). Кривые 1, 5 соответствуют
a/d = 0.1; кривые 2, 3 — a/d = 0.2; кривые 4, 7, 8 —

a/d = 0.3

√
μe/εe и n =

√
εeμe. Два условия определяют две

эффективные величины εe и μe. Эти величины раз-
личны по разным направлениям. При этом даже
если слои диэлектрические, возникает МП. С дру-
гой стороны, в длинноволновом пределе получены
материальные уравнения для такой одноосной ди-
электрической ИС: εe⊥ = (ε1d1 + ε2d2) /d, ε−1

e‖ =

=
(
ε−1
1 d1 + ε−1

2 d2
)
/d, а также аналогичная форму-

ла для МП в случае ИС с магнитными слоями. Та-
кие 1D-метаматериалы описываются диагональны-
ми тензорами, в которые входят проницаемости сло-
ев и их толщины. Если магнитных свойств у сло-
ев нет, то μ1 = μ2 = 1 и μe = 1, т. е. нет их и
у ИС. Однако такой метаматериал можно описать
моделью, учитывающей магнитные свойства, введя
два скалярных параметра εe и μe вместо тензора ε̂e.
Например, можно потребовать, чтобы коэффициент
отражения R от такой среды был равен коэффици-
енту отражения от изотропной эффективной среды.
Коэффициент отражения зависит от угла падения,
т. е. от вектора k в среде, поэтому подход позволя-
ет учесть ПД. Его можно распространить на струк-
туру типа мелкомасштабный период в крупномас-
штабном периоде [20]. Если структура имеет боль-
шое число N периодов по два диэлектрических слоя
в периоде, то ее коэффициент отражения и коэффи-
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циент прохождения рассчитываются точно. Удобно
использовать матрицу передачи. Описывая струк-
туру как однородную с двумя параметрами εe и μe,
мы можем их связать с параметрами слоев. Такая
модель будет достаточно правильно описывать ди-
фракцию на плоскослоистых структурах при дру-
гих больших значениях N , т. е. при других толщи-
нах всей структуры. Однако она не применима для
описания волн внутри. Более подходит модель на ос-
нове тензора ДП одноосного кристалла. Приведен-
ная выше модель, описывающая εe⊥ и ε−1

e‖ , является
приближенной. Можно учесть ПД, сшив поля и вы-
числив поляризацию под воздействием плоской вол-
ны направления k [1]:

εxx = k−1
0

⌊
k2x + k21zd

−2
(
d21 + d1d2

)
+

+ k22zd
−2
(
d22 + d1d2

)⌋
,

εzz = k−2
0 k2

x ×

×
{
1−k2

1zd
−2
(
d21+d1d2ε2/ε1

)
+k2

2zd
−2
(
d22+d1d2ε1/ε2

)
k2
x+k2

1zd
−2 (d21+d1d2)+k2

2zd
−2 (d22+d1d2)

}−1

.

Здесь обозначены ДП εn и толщина слоев dn,
k2nz = k20εn − k2x, d = d1 + d2. Интересно от-
метить, что результат этих формул в ряде част-
ных случаев совпадает с результатом приведен-
ных выше. Нормированное к импедансу Z0 =

=
√
μ0/ε0 волновое сопротивление необыкновен-

ной волны в таком 1D-фотонном кристалле равно√
ε−1
xx − (k2x/k

2
0) / (εxxεzz). В вакууме Z̃0 = Ex/Hy =

= Z0

√
1− k2x/k

2
0 . Коэффициент отражения R =

= (Z/Z0 − 1) / (Z/Z0 + 1) связываем с тензором ДП,
что дает еще одну возможность теоретического
и экспериментального определения его компонент.
С другой стороны, из уравнения Флоке –Блоха
cos

(
k̃d
)
= (a11 + a22) /2 можно определить блохов-

ское волновое число k̃ и импеданс E-волны в направ-
лении z: Z =

√
μ0/ε0k0k̃/

(
k̃2 + k2x

)
. Здесь ann —

элементы матрицы передачи одного периода из двух
слоев. Отличие двух импедансов в том, что первый
построен на основе гомогенизации в виде уравнения
Френеля, а второй соответствует строгому решению
уравнения Флоке –Блоха. Во вторую формулу для
коэффициента отражения эффективные проницае-
мости не входят. Приравнивая оба коэффициента
отражения, получим формулу для гомогенизации:√

1− k2x/k
2
0

εzz
=
k0
√
εxxk̃

k̃2 + k2x
.

Для исследования свойств метаматериалов при-
менялись коммерческие пакеты программ, позволя-
ющие рассчитывать конфигурационно сложные пе-
риодические микроструктуры. Такие пакеты могут
демонстрировать решения, иллюстрирующие отри-
цательную рефракцию (ОР) или преломление. Од-
нако ОР никак не означает, что ε < 0 и μ < 0, и
даже ничего не говорит о том, что какие-то компо-
ненты тензоров отрицательны. Обычно ОР связы-
вают с объемными ОВ. Однако ОВ и ОР — явления
разные и могут существовать независимо [1,4]. Час-
то такие ИС называют левыми, метаматериалами
с отрицательной групповой скоростью или с отри-
цательным показателем преломления. Отрицатель-
ным показатель преломления быть не может [21].
Это понятие введено в оптике на заре ее развития и
применимо для изотропных сред, когда длина вол-
ны в 105 раз и более превышает размеры молекул.
Для ИС это соотношение как минимум на три по-
рядка меньше, и для них ДП ε̂ (ω,k) есть тензор,
причем зависящий от волнового вектора k [4, 6–8].
Объемные волны в таком кристалле удовлетворя-
ют уравнению Френеля в общем случае четверто-
го порядка по k и шестого по волновому числу k0.
Максимальное количество таких волн — четыре, а
вопрос о прямой или обратной объемной волне в
недиссипативном фотонном кристалле решается по-
средством определения угла между векторами k и
vg = ∇kω (ε̂,k). Тип волны зависит от направления
групповой скорости (нормали к поверхности изо-
частот) по отношению к вектору k. В диссипатив-
ном кристалле вместо vg следует использовать век-
тор Пойнтинга S = Re (E×H∗) /2. В общем слу-
чае без бианизотропии поверхность изочастот опре-
деляется уравнением ω (ε̂ (ω,k) , μ̂ (ω,k) ,k) = const,
в котором учтена ПД. Для гиперболического мета-
материала это приводит к ограниченности поверх-
ности изочастот [1]. Обладающий магнитным от-
кликом бианизотропный метаматериал описывает-
ся еще двумя тензорами кросс-поляризации [14–16].
Он характеризуется сильной ПД. Однако он также
может быть описан только одним тензором ДП, но
такой тензор в общем случае не может быть при-
веден к диагональному виду. Для получения отри-
цательной рефракции важно, под каким углом вол-
на падает и какова оптическая плотность среды па-
дения [4]. При падении из среды с ДП ε̃ касатель-
ная к поверхности компонента вектора k̃ сохраня-
ется, а сам вектор удовлетворяет уравнению Френе-
ля k̃ = k20 ε̃. Внутри кристалла вектор k удовлетво-
ряет более сложному уравнению Френеля. Изменяя
угол падения, мы изменяем положение конца век-
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тора на поверхности изочастот. Ввести один пока-
затель преломления для таких кристаллов нельзя,
даже если взять его тензорным. Да и вводить его
нецелесообразно: в электродинамике вводится век-
тор k и волновые матричные импедансы, поскольку
гомогенизированные (макроскопические) уравнения
Максвелла принимают вид

k×H = −Z0k0ε̂e (ω,k)E,

k×E = −Z−1
0 k0μ̂e (ω,k)H,

а импедансы определяются из них, когда определе-
на зависимость k (ω) для конкретной дисперсионной
ветви и получены эффективные параметры ε̂e (ω,k)

и μ̂e (ω,k). В диссипативных ИС отрицательная
групповая скорость и объемные ОВ — понятия
не тождественные. При диссипации k-пространство
уже не является трехмерным: оно шестимерное ком-
плексное, что не позволяет определить групповую
скорость как градиент скаляра. Поэтому скорость
движения энергии и групповая скорость — так-
же понятия различные. В металлических фотонных
кристаллах в области плазмонного резонанса |ε′| ∼
∼ ε′′, а сделать ε′′/ |ε′| < 10−3 при комнатной тем-
пературе практически невозможно. Поверхностные
волны также могут быть обратными [22], и для это-
го не требуется наличие магнитных свойств у сре-
ды, хотя есть и обратные магнитостатические вол-
ны [23]. В отличие от наведенного магнетизма в ИС
анизотропный магнитный отклик в ферритах про-
является в СВЧ-диапазоне в присутствии внешнего
магнитного поля, что связано с ограниченностью на-
магниченности насыщения. Поверхностные ОВ мо-
гут испытывать отрицательное преломление на ме-
таповерхностях.

Рассмотренные выше понятия требуют коррект-
ного использования. Часто ряд из них лишен фи-
зического смысла. Так, формальная подстановка в
уравнения Максвелла однородных и изотропных ве-
личин εe = ε′−iε′′ и μe = μ′−iμ′′ при ε′′ > 0 и μ′′ > 0

дает для показателя преломления ne = n′− in′′ зна-
чение n′ < 0, если взять ε′ < 0 и μ′ < 0. Цель дан-
ной работы — рассмотреть, возможно ли получить
изотропную среду с ε′ < 0 и μ′ < 0. Ниже показа-
но, что это невозможно, что в некотором роде пере-
кликается с выводами работы [24]. Волны в таком
метаматериале в низкочастотном пределе подчиня-
ются уравнению Френеля k2 = k20εeμe. Построен-
ный как кристалл, он должен обладать следующи-
ми свойствами. Решетка должна быть кубической с
периодом a � Λ, где Λ — минимальная внутренняя
длина волны, а λ = Λ

√
εeμe — длина волны в ва-

кууме. Включенные в узлы решетки частицы долж-

ны быть симметричными, т. е. иметь одинаковые ди-
польные моменты (коэффициенты поляризуемости)
вдоль каждой из осей. Диссипация должна быть ма-
лой: |k′′| / |k′| � 1, |n′′/n′| � 1, где k = k′ − ik′′ —
волновой вектор, n =

√
εeμe = n′ − in′′ — получен-

ный гомогенизацией показатель преломления (заме-
тим, что можно ввести вектор n′ = k′/k0, модуль
которого определяет замедление в направлении k′).
ПД и биизотропия должны быть пренебрежимо ма-
лыми. Последнее соответствует тому, что метама-
териал следует рассматривать вдали от резонансов
и запрещенных зон при малых |k| и больших по
сравнению с размерами частиц длинах волн Λ. Пре-
небрежение биизотропией означает, что вторичные
электрические поля, создаваемые за счет поляриза-
ции каждой частицы, не вносят вклад в ее магнит-
ную поляризацию и в магнитную поляризацию ее
соседей. Это же относится и к магнитным полям.
Еще раз подчеркнем, что использование в уравне-
ниях Максвелла скалярных величин ε < 0 и μ < 0

дает решение в виде плоской волны, для которой
k·S < 0, что не требует введения ни отрицательного
показателя преломления, ни отрицательной группо-
вой скорости. В монохроматической волне нет груп-
пы волн, поэтому нет и основания для ее введения.

3. ПОЧТИ ИЗОТРОПНЫЕ
МЕТАМАТЕРИАЛЫ

Электрический диполь длины l хорошо модели-
руется малым тонким металлическим цилиндром
малого радиуса r � l. Изотропный диполь пред-
ставляет собой три таких взаимно перпендикуляр-
ных цилиндра (рис. 2a). Его излучение изотропно.
Магнитный диполь представляет собой проволоч-
ную рамку. Изотропный магнитный диполь предста-
вим как три скрещенные рамки (рис. 2). Поместим
два (магнитный и электрический) изотропных ди-
поля в каждый узел кубической решетки (рис. 2a).
Для устранения взаимного влияния диполей сосед-
них узлов предположим, что R� a. Считаем l < R.
Даже в этом случае имеет место ближнепольное вза-
имное влияние диполей в узле: возбуждение элект-
рического диполя приводит к излучению, которое
возбуждает токи в рамках, а возбуждение рамок,
в свою очередь, возбуждает электрические диполи.
Поэтому такой кристалл не совсем удовлетворяет
нашим требованиям. Он, скорее, будет биизотроп-
ным. В нем каждый излучатель в узле принадле-
жит восьми кубическим ячейкам. Поскольку в ку-
бе их восемь, одному кубу принадлежит один из-
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Рис. 2. Фотонный кристалл с магнитными и электрически-
ми диполями в кубической решетке

лучатель. Его можно расположить в центре куба.
Тогда надо задать разложение токов в проволоч-
ках, вычислить для них поля, используя периодиче-
скую функцию Грина (ФГ) данного фотонного кри-
сталла и наложить граничные условия на проволоч-
ках. Это позволяет сформулировать дисперсионное
уравнение. Его будем называть микроскопическим.
Оно позволяет построить точную зонную структу-
ру и микроскопическую поверхность изочастот. Для
ее построения нужно дисперсионное уравнение, в
которое входят только поля, частота и волновой
вектор k. Теперь можно выполнить гомогенизацию,
определить средние поля, индукции и поляризации,
что позволяет определить усредненные (эффектив-
ные) гомогенные в общем случае тензорные прони-
цаемости. Им соответствует уравнение Френеля для
фотонного кристалла, в которое входят величины
ε̂e, μ̂e, k, k0. При фиксации k0 оно дает макроско-
пическую поверхность изочастот и может считаться
макроскопическим дисперсионным уравнением.

На рис. 2б представлена ИС, которая более со-
ответствует требованиям изотропности. Очевидно,
три кольцевых рамки можно заменить металличес-
ким шаром. Кольцевые токи на поверхности ша-
ра наводят магнитную поляризацию. Это низкочас-
тотные токи. Шар также может представлять со-
бой электрический диполь, квадруполь, октуполь и
т.п. [25]. Мультипольные резонансные токи соответ-
ствуют более высоким частотам, хотя они существу-
ют на любых частотах в силу разложений полного
тока по мультиполям, т. е. по производным полино-
мов Лежандра. Однако ориентацию оси z можно вы-
брать произвольно, поэтому это изотропные излу-
чатели. Часто токи считают поверхностными. Для
этого глубина проникновения должна быть суще-
ственно меньше размеров МА. Говоря далее о токах,
мы всегда подразумеваем их плотности, за исключе-
нием отдельно оговоренных случаев. Слишком низ-
кие частоты или слишком малые размеры могут

Рис. 3. Нормированная глубина проникновения в серебро
в зависимости от обратной длины волны

приводить к полному проникновению поля в шари-
ки или проволочки. Для наноразмерных металли-
ческих структур оно возможно в широких частот-
ных диапазонах, включая оптические и УФ-области.
На рис. 3 приведена кривая нормированной к длине
волны глубины проникновения в серебро в зависи-
мости от обратной длины волны в метрах. Исполь-
зована формула Друде –Лоренца для объемного об-
разца. Для наноразмерных пленок и квантовых ни-
тей эти результаты являются приближенными, по-
скольку вычисление требует квантовых подходов.

Различные резонансные излучатели типа разо-
мкнутых колец, двойных разомкнутых колец и т.п.
не являются изотропными. Фотонные кристаллы на
их основе не являются изотропными средами. В об-
щем случае метаматериалы с такими МА являют-
ся бианизотропными: электрическое поле наводит в
них как электрическую, так и магнитную поляри-
зации, а магнитное поле — соответственно магнит-
ную и электрическую поляризации. Такие ИС могут
демонстрировать ОР, но никак не являются струк-
турами с ε < 0 и μ < 0 или с n < 0. Их стро-
гий анализ весьма сложен. Другие почти изотроп-
ные структуры приведены на рис. 4. Они более про-
стые для анализа и гомогенизации. Для металличе-
ских шариков (рис. 4a) имеет место диамагнетизм
и малая эффективная ДП [26]. Металлические ци-
линдры (рис. 4б) демонстрируют изотропную элек-
трическую и магнитную поляризации. Диэлектри-
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Рис. 4. Элементарные ячейки кубических фотонных кри-
сталлов с шаровыми (а, г), цилиндрическими (б), шаровы-
ми и кольцевыми (в) включениями МА в диэлектрическую

основу (матрицу)

ческие шары и металлические кольца (рис. 4в) де-
монстрируют изотропную поляризацию обоих ти-
пов. Структура (рис. 4г) из двух сдвинутых пря-
моугольных решеток с различными диэлектриче-
скими шарами в рассматриваемом низкочастотном
приближении может создавать только изотропную
электрическую поляризацию. Такой метаматериал
представляет собой две сдвинутые на полпериода
одинаковые кубические решетки с разными шаро-
выми МА в них. Замена металлических цилиндров
на диэлектрические возможна. Замена шаров на
симметрично расположенные кубики также возмож-
на. Кубики существенно удобнее для моделирова-
ния. Но технологически кубики невозможно распо-
ложить в узлах решетки без случайных поворотов.
В ряде работ было предложено использовать ИС
рис. 4г как метаматериал с одновременно отрица-
тельными ε и μ [27–31]. Приводилось такое объясне-
ние. Пусть совпадают резонансные частоты каких-
либо E-мод и H-мод для двух различных шари-
ков. Тогда они дают вклад в поляризацию как элек-
трическую, так и магнитную. Чуть сдвигая частоту
вверх, мы как бы должны получить поляризации,
сдвинутые по фазе относительно полей. Здесь мож-
но возразить так. Во-первых, все резонансы высо-
кочастотные. Известные изотропные диэлектрики с
малыми потерями не обладают очень большими ДП.
МА необходимо включить в диэлектрическую осно-

ву, что снижает эффект. Во-вторых, мода отдельно-
го резонатора и поле резонатора в фотонном кри-
сталле при движении волны в нем совершенно раз-
личны. Волна заданного направления k в кристал-
ле из таких МА соответствует определенной точке
на дисперсионной поверхности, и изменение часто-
ты ведет к изменению k. От этого зависит направ-
ление поляризации. В силу открытости сферическо-
го резонатора его моды являются квазисобственны-
ми с комплексными резонансными частотами. Они
не образуют полную систему функций, а МА об-
менивается энергией со всеми соседями, включая
удаленные. Поле внутри МА при возбуждении рас-
сматриваемой волной состоит из бесконечного на-
бора таких мод и функций непрерывного спектра,
т. е. нельзя выделить одну моду. В-третьих, рассмат-
риваемый кристалл обладает сильной ПД, т. е. не
является изотропным, поскольку на высоких резо-
нансных частотах возбуждение шара зависит от на-
правления k, а отклик не является локальным. В-
четвертых, в диэлектрических структурах магнит-
ные свойства можно не вводить, описывая их только
тензором ДП. В-пятых, даже если из каких-то сооб-
ражений вводится магнитная поляризация, необхо-
димо доказывать, что какие-то ее компоненты на-
ходятся в противофазе к магнитному полю, чтобы
утверждать об отрицательности компонент МП.

4. ИНТЕГРАЛЬНОЕ И ДИСПЕРСИОННОЕ
УРАВНЕНИЯ

Рассмотрим фотонный кристалл с кубическими
ячейками с размером граней a, заполненными ди-
электрической средой с ДП ε̃, и диэлектрические
тела или МА в ней объема V с поверхностью S. Об-
ласть может быть многосвязной, т. е. объем может
состоять из суммы объемов, ограниченных не кон-
тактирующими поверхностями. Комплексную ДП
ε (ω) = ε′ (ω) − iε′ (ω) МА считаем не зависящей от
координаты r внутри тела, а границы МА резкими,
т. е. ДП при переходе через границу терпит скачок:
ε− (ω, r) 	= ε+ (ω, r) = ε̃, r ∈ S. При этом на по-
верхности S терпит скачок и нормальная компонен-
та электрического поля: E−

n ε̃ = E+
n ε̃, а на грани-

це имеются источники — наведенная поверхностная
плотность связанных зарядов. Очевидно, что ее ин-
теграл по всей поверхности, т. е. полный связанный
заряд, равен нулю. В такой постановке задачу удоб-
но решать методом объемных интегральных урав-
нений с использованием периодической скалярной
ФГ [1]:
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G̃ (r) =
1

a3
×

×
∞∑

k,l,m=−∞

exp
(
−i
⌊
k̃xkx+ k̃yly + k̃zmz

⌋)
k̃2xk + k̃2yl + k̃2zm − k20 ε̃

. (1)

Здесь k̃xk = kx +2kπ/a, k̃yl = ky +2lπ/a, k̃zm = kz +

+ 2mπ/a, что и определяет периодичность по k′ с
точностью до пространственных гармоник. В слу-
чае учета потерь k = k′− ik′′. ФГ (1) удовлетворяет
уравнению(∇2 + k20 ε̃

)
G̃ (r− r′) = −δ (r− r′) exp (−ik · r′) .

Диэлектрическое тело c ДП ε в основе c ДП ε̃

создает плотность тока поляризации Jp (r) =

= iωε0 (ε− ε̃)E (r). Ток поляризации является до-
полнительным к току смещения в основе. Отсю-
да нетрудно видеть, что в среде с отрицатель-
ной ДП имеет место сдвиг по фазе на −π/2
между током поляризации и полем, тогда как в
обычном диэлектрике этот сдвиг равен π/2. Та-
кой подход применим для всех частот и любых
рассматриваемых МА. Для сверхнизких частот
Jp (r) =

(
ε0ω

2
p/ωc

)
E (r) = σ0E (r), где обозна-

чена проводимость на постоянном токе. На низ-
ких частотах это проводимость Друде. В оптике
существенен член Лоренца. Для тонких и длин-
ных проволочных структур важна только продоль-
ная компонента тока, что упрощает расчет. Инте-
грал от ФГ (1) с плотностью Jp (r) дает вектор-
потенциал A (r), дифференцируя который прихо-
дим к объемному интегральному уравнению в ви-
де E (r) = (iωε0ε̃)

−1 (∇∇ ·A (r) + k20 ε̃A (r)
)
. Далее

обозначим k = k0
√
ε̃. Кроме этого имеем магнитное

поле H (r) = ∇×A (r). Можно записать несколько
уравнений для поля E, для поля H, для их ком-
бинации, а также уравнения, нагруженные поверх-
ностными интегралами по границе S, и без них [1].
В общем случае они имеют форму интегродиффе-
ренциальных уравнений, поскольку искомые вели-
чины находятся как под знаком интеграла, так и под
знаком производных. Использование поверхностных
интегралов, как видно из рис. 2, 4, неудобно для ал-

горитмизации. Мы будем использовать объемное ин-
тегральное уравнение

E (r) (2 + ε (r) /ε̃) /3 =

= p.v.
∫
V

L̂Ĝ (r− r′) (ε (r′) /ε̃− 1)E (r′) d3r′. (2)

Здесь обозначен оператор L̂ ≡ k2Î + ∇ ⊗ ∇. Ин-
теграл в (2) берется как главное значение по Ко-
ши. Зависимость ФГ от k и k опущена, но как раз
она определяет дисперсионное уравнение. В пра-
вой части (2) не зависящий внутри объема одно-
родных частиц множитель κ = ε/ε̃ − 1 выносим
из-под знака интеграла. В силу ФГ (1) это интег-
ральное уравнение достаточно решить только в од-
ной (нулевой) ячейке периодичности и только внут-
ри частиц, где ε (r) 	= ε̃. Поэтому множитель у по-
ля в левой части есть 1 + κ/3. ФГ обеспечивает
правильное взаимовлияние всего бесконечного ан-
самбля МА. В (2) можно использовать соотноше-
ние L̂G̃ (r− r′) = L̂′G̃ (r− r′), где штрих означа-
ет дифференцирование по штрихованным координа-
там (точке истока). ПолеE будем аппроксимировать
объемными кубическими кусочно-постоянными ко-
нечными элементами, нумеруя их одномерным ин-
дексом m. Пусть таких элементов M . Метод Га-
леркина для (2) приводит к однородной систе-
ме линейных алгебраических уравнений (СЛАУ)
(1 + κ/3) ĬE = κĞE размерности 3M , где Ĭ — еди-
ничная матрица размерности 3M , E — вектор-стол-
бец размерности 3M , состоящий из вектор-столбцов
Ex, Ey и Ez размерностиM . Значения Exm, Eym и Ezm
соответствуют значениям соответствующих компо-
нент электрического поля в элементе с номером m.
Матрица Ğ размерности 3M имеет блочную струк-
туру Ğαβmm′ , где α, β принимают значения x, y, z.
Дисперсионное уравнение имеет вид равенства ну-
лю определителя указанной СЛАУ. Находить корни
такого уравнения весьма сложно. Удобнее исполь-
зовать стационарный квадратичный функционал,
получающийся умножением (2) скалярно на E∗(r)
и интегрированием по объему. Его удобно разре-
шить относительно k2:

k2 =

(1 + k/3)

∫
V

|E (r)|2 d3r − κ · p.v.
∫
V

∫
V

E (r)∇⊗∇G̃ (r− r′) d3r′ d3r

∫
V

∫
V

E∗G̃ (r− r′)E (r′) d3r′ d3r
. (3)
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Правая часть (3) нелинейно зависит от k, поэтому
уравнение (3) следует решать совместно с уравне-
нием (2) итерационно. Удобно сначала найти при-
ближенное решение дисперсионного уравнения, за-
дать одну из амплитуд, например, Ex1 , что задает
амплитуду волны, и решить СЛАУ прямыми мето-
дами. Это позволяет уточнить решение дисперсион-
ного уравнения и далее использовать итерации. Ес-
ли по каждой из координат разбить частицу на 10
конечных элементов, то всего получим 103 элемен-
тов, а размерность задачи будет 3·103. Для матрицы
СЛАУ и функционала (3) можно написать квадра-
турные формулы. Диагональные элементы при вы-
числении интегралов в смысле главного значения
можно приравнять нулю или использовать другие
приближенные оценки.

В принципе дисперсионное уравнение позволя-
ет при задании k определить ω. Без учета дис-
сипации k можно задавать произвольно. Фикси-
руя k0, можно построить поверхность изочастот в
k-пространстве. Величина vg = ∇ω (k) есть группо-
вая скорость, показывающая направление движения
энергии. В случае диссипации групповую скорость
использовать нельзя, следует вычислять усреднен-
ный по ячейке вектор Пойнтинга 〈S〉. Он может
не совпадать по направлению с vg. При этом век-
тор k = k′ − ik′′ является комплексным. Подлежа-
щих определению скалярных компонент становится
больше (шесть) и одного комплексного дисперсион-
ного уравнения уже недостаточно. k-пространство
также становится шестимерным. Необходимо вы-
числять вектор Пойнтинга S = Re (E×H∗) /2 и ис-
пользовать условие S/ |S| = k′′/ |k′′|. Его смысл в
том, что направление затухания волны k′′ совпада-
ет с направлением движения энергии.

Поскольку дисперсионное уравнение в виде ра-
венства нулю определителя большого порядка очень
сложное, более простой приближенный подход мо-
жет быть основан на использовании уравнения в ви-
де функционала, построенного на основе (2). Для
этого умножим (2) на E∗ и проинтегрируем по объ-
ему или МА. Приближенное уравнение получается,
если выбрать электрическое поле (или ток) из физи-
ческих соображений. Для проволочных МА, когда
глубина проникновения меньше их радиуса, вмес-
то поля удобно использовать осевой ток, а гранич-
ные условия налагать на поверхности проволочек.
Это приводит к простым дисперсионным уравнени-
ям [26]. Для МА в виде однородного диэлектриче-
ского цилиндра или шара удобно использовать яв-
ные низкочастотные решения уравнения Гельмголь-
ца внутри и определять неизвестные коэффициенты

из условий экстремума функционала. Часто, напри-
мер для тонких и длинных цилиндров, можно пре-
небречь какими-то компонентами поля (радиальной
и/или азимутальной).

5. ГОМОГЕНИЗАЦИЯ

Гомогенизация — процедура (в общем случае
неоднозначная) получения эффективных парамет-
ров однородных (гомогенных) сред, эквивалент-
ных электродинамически в некотором смысле исход-
ным ИС, основанная на решении обратных задач. В
общем случае для нее нужны некоторые процеду-
ры усреднения. Зависимость методов усреднения —
одна из причин неоднозначности. Другая причина
заключается в неоднозначности модели гомогенной
среды. Третья причина заключается в разных мето-
дах гомогенизации. Один из первых методов, при-
мененный в теории искусственных диэлектриков, —
использование параметров дифракции [17]. Для вы-
полнения условий теоремы погашения ИС должна
иметь много периодов по каждому измерению. Дан-
ный подход электродинамически сложный, особен-
но для 3D-задач. Второй метод основан на сравне-
ниях расчетов дисперсии по электродинамическим
моделям (например, по уравнениям типа (2), (3)) с
дисперсией на основе уравнения Френеля. Он отно-
сительно простой, если получено микроскопическое
дисперсионное уравнение. Третий способ, который
будем использовать здесь, это гомогенизация на ос-
нове вычисления усредненных по ячейке периодич-
ности поляризацией для волны, определяемой вол-
новым числом k0 и волновым вектором k. Концеп-
туально он соответствует определению параметров
макроскопической электродинамики путем усредне-
ния по физически бесконечно малому объему. Од-
нако размер ячейки периодичности a не обязатель-
но мал по сравнению с длиной волны. Во всяком
случае, при строгом решении уравнений Максвел-
ла, усреднения возможны при любых соотношени-
ях, если только не накладывается условие a � λ.
Это условие важно для введения локальных про-
ницаемостей. Введем усредненные по ячейке поля,
поляризации и индукции, например,

〈Ex〉 = 1

a3

∫
V

Ex (r) d
3r.

Электрическую поляризацию запишем как

〈Pe〉 = ε0

(
ε̂e − ε̃Î

)
〈E〉+ c−1ξ̂ 〈H〉 .
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Здесь мы рассмотрели бианизотропную модель.
Аналогично для магнитной поляризации

〈Pm〉 = μ0

(
μ̂e − Î

)
〈H〉+ c−1ζ̂ 〈E〉 .

Введем намагниченность M =
(
μ̂e − Î

)
H. Запи-

сывая другие усредненные компоненты, получаем
СЛАУ для определения эффективных параметров.
Подход годится для анизотропной и бианизотроп-
ной моделей сред с учетом соотношений симметрии
для материальных параметров. При большом чис-
ле неизвестных можно написать переопределенную
СЛАУ и решать ее методом регуляризации. В случае
изотропной модели ξ̂ = ζ̂ = 0. В случае биизотроп-
ной модели эти параметры — ненулевые псевдоска-
ляры. В случае диэлектрической анизотропной сре-
ды имеем три уравнения:

〈P ex 〉 = ε0 ((εexx − ε̃) 〈Ex〉+ εexy 〈Ey〉+ εexz 〈Ez〉)

и два аналогичных для других компонент. При пре-
небрежении диссипацией имеют место условия сим-
метрии Онзагера –Казимира εeαβ = εeβα, т. е. тен-
зор является симметричным. При диссипации тен-
зор эрмитовым не будет, но будет выполнено условие
ε′eαβ = ε′eβα. Из трех уравнений определяются три
величины, если учесть условия симметрии. Уравне-
ния упрощаются при приведении тензора ДП к глав-
ным осям. Итак, по трем поляризациям можно опре-
делить три компоненты тензора ДП. Если есть толь-
ко два тензора ε̂e и μ̂e и их можно одновременно при-
вести к диагональному виду, то шесть в общем слу-
чае комплексных компонент можно определить из
шести независимых комплексных скалярных урав-
нений Максвелла. Однако возможность такого при-
ведения зависит от структуры ИС. Например, пусть
у нас имеется ИС с магнитными и электрическими
диполями в узлах двух одинаковых вложенных ку-
бических решеток. Мы можем изготовить ИС, сдви-
нув решетки друг относительно друга на произволь-
ное расстояние. Формально мы также можем повер-
нуть одну решетку относительно другой на три про-
извольных угла относительно разных осей. Навряд
ли следует реализовывать такой мысленный экспе-
римент, но это отличает ИС от природных сред,
где симметрия существенна. В случае только ди-
электрической модели ИС без диссипации условия
Онзагера –Казимира выполняются и в общем слу-
чае тензор приводится к диагональному виду. Мо-
жет оказаться, что более удобна система координат,
в которой достаточно определить шесть его компо-
нент из шести уравнений Максвелла, а не три. Для
интересующей нас изотропной ИС достаточно за-

писать соотношения только для одной компоненты.
Имеем

εe = ε̃+ ε−1
0 〈P ex 〉 / 〈Ex〉 ,

μe = 1 + μ−1
0 〈Pmx 〉 / 〈Hx〉 .

(4)

Получив решение задачи для E, поле h (r) =

= ∇ × A (r) находится как H = ĂE, где введен-
ная матрица определяется интегродифференциаль-
ным оператором получения магнитного поля. Рас-
смотрим вычисление поляризаций:

〈Pe〉 = 1

a3

∫
V

ρ (r) r d3r,

〈M〉 = 1

a3

∫
V

r× Jp (r) d
3r.

(5)

Здесь имеется плотность заряда ρ (r) = i∇ · Jp/ω =

= −ε0∇ · [(ε− ε̃)E]. Поскольку мы рассматри-
ваем МА из однородного диэлектрика, внутри
него ∇ ·E. Поэтому следует вычислить поверхност-
ную дивергенцию, связанную с наведенной поверх-
ностной плотностью заряда ρS = ε0Eν (1− ε̃/ε).
Здесь Eν — внешняя нормальная координата. По-
скольку ∇ · (εE) = 0, имеем ε̃∇ · E = − (ε̃/ε)E · ∇ε,
∇ε = (ε̃− ε), и плотность заряда пропорциональна
дельта-функции от нормальной координаты. Поэто-
му первый интеграл в (5) становится поверхност-
ным:

〈Pe〉 = 1

a3

∮
S

ρS (r) r d
2r.

Обозначим χ = ε/ε̃− 1. Уравнение (2) можно запи-
сать в следующей форме: E = Ĝ (χE), Ĝ = L̂ ˆ̃G ( ),
где ˆ̃G — интегральный оператор с ядром G̃, L̂ =

= ∇ ⊗ ∇ + k2 — дифференциальный оператор. По-
скольку ∇ · ∇ ⊗ ∇ = ∇ · ∇2 и

(∇2 + k2
)
G̃ = −δ (r),

нетрудно видеть, что действие оператора диверген-
ции слева на интегральное уравнение дает тождест-
во. Решая это уравнение, следует определять нор-
мальную компоненту электрического поля и поверх-
ностную плотность заряда.

Рассмотрим ряд простых случаев. Пусть имеем
фотонный кристалл из проволочных колец, ориен-
тированных вдоль оси z. Для него εe = 1, μezz = μ,
μexx = μeyy = 1. Имеем одну компоненту электри-
ческого тока Jϕ = σ (ω)Eϕ. Пусть для простоты ра-
диус проволочки меньше толщины скин-слоя, а ток
распределен равномерно. Соленоидальный ток со-
здает две компоненты вектор-потенциала [25]:
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Aρ =

∫
V

Jϕ sin (ϕ− ϕ′) G̃ (r, r′) d3r′,

Aϕ =

∫
V

Jϕ cos (ϕ− ϕ′) G̃ (r, r′) d3r′.

Интегрирование проводится по объему кольца, а ток
можно вынести из-под интеграла, поскольку он по-
стоянен. Считаем проволочки тонкими, а поле пол-
ностью приникающим в них. Нам удобнее использо-
вать обычную ФГ

G0 (r, r
′) = |4π (r− r′)|−1

exp (−ik0 |r− r′|) ,

а затем ее следует периодически продолжить. Име-
ем

∇ ·A = ρ−1∂ρ(ρAρ) + ρ−1∂ϕAϕ,

а для ФГ запишем выражения

Gxlm = exp (−ilkxa− imkza)Glm,

Gylm = exp (−ilkya− imkza)Glm.

ФГ Gxlm соответствует источник, расположенный в
точке x = la, y = 0, z = ma, а ФГ Gylm — источ-
ник, расположенный в точке x = 0, y = la, z = ma.
Однако поля от всех источников рассматриваются в
нулевой ячейке. Поэтому с помощью суммирования

G̃ =

∞∑
m=−∞

∞∑
l=−∞

exp (−ia [mkz + l (kx + ky)])Glm

получаем периодическую ФГ, действующую в нуле-
вой ячейке, связанной с началом координат. Обозна-
чим ψlm (kx, ky, kz) = a �mkz + l (kx + ky)�. Для ФГ
имеем [25]

Glm =

∞∑
n=−∞

exp (−in (φ− φ′))

∞∫
0

exp
(
−√κ2 − k20 |z − z′ −ma|

)
Jn (κρ)Jn (κ (ρ

′ + la))

4π
√
κ2 − k20

κ dκ. (6)

Очевидно, что G0 (r, r
′) = G00 (r, r

′). Вычисляя ин-
тегральное уравнение в нулевой ячейке, получаем
решение задачи. Чтобы не переходить в тороидаль-
ную систему координат, мы, оставаясь в цилиндри-
ческой, заменим круглое сечение проволоки радиу-
са r0 на прямоугольное площади 4r20, почти не изме-
няя результат. Считая поле постоянным, имеем

1

π

2π∫
0

sin (ϕ−ϕ′) exp (−in (ϕ−ϕ′)) dϕ′ = i (δn,−1−δn,1) ,

1

π

2π∫
0

cos (ϕ− ϕ′) exp (−in (ϕ− ϕ′)) dϕ′ = δn,−1 + δn,1.

Обозначая интеграл в (6) как gnim (ρ, z | ρ′, z′), по-
лучаем

Aρ = i

∫
(g−1lm (ρ, z | ρ′, z′) −

− g1lm (ρ, z | ρ′, z′)) ρ′ dρ′dz′ = 0,

Aϕ = 2

∫
g1lm (ρ, z | ρ′, z′) ρ′ dρ′dz′.

Мы воспользовались равенством J−1 (x) = −J1 (x)
для функций Бесселя. Вектор-потенциал имеет од-
ну компоненту, не зависящую от ϕ. Электрическое
поле имеет три компонентыEρ = ∂ρAϕ/ (iωε0),Eϕ =

= k20Aϕ/ (iωε0), Ez = ∂zAϕ/ (iωε0). Магнитное по-
ле имеет две компоненты Hρ = −∂zAϕ и Hz =

= ρ−1∂ρ (ρAϕ). В декартовой системе имеются все
шесть компонент. Компонентами Eρ и Ez внутри
проволочки можно пренебречь по сравнению с по-
стоянной азимутальной компонентой поля. Внут-
ри проволочки электрическое поле Eϕ равно сумме
всех продуцированных периодической ФГ откликов:

Eϕ =

=

∞∑
m=−∞

∞∑
l=−∞

exp (−ia [mkz+l (kx+ky)])Eϕlm, (7)

Eϕlm =
πk20σ (ω)

iωε0

∫
ρ′dρ′ dz′

∞∫
0

exp
(
−√κ2−k20 |z−z′−ma|

)
J1 (κρ)J1 (κ (ρ

′+la))√
κ2 − k20

κ dκ. (8)
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В (7) мы проинтегрировали по углу, поэтому ин-
тегрирование в (8) теперь выполняется по сечению
провода. Считая поле постоянным, умножим (7) на
ρ, проинтегрируем еще раз по сечению и сократим
на поле. Слева в (7) останется 4Rr20. Правую часть
(8) рассмотрим отдельно для нулевого и ненулево-
го значений индекса m, обозначив α =

√
κ2 − k20 .

В первом случае область интегрирования по штри-
хованной координате разбиваем на две. Результат
имеет вид

f0 (κ, k0, r0) =

=

r0∫
−r0

r0∫
−r0

exp

(
−
√
κ2−k20 |z−z′|

)
dz dz′ =

=
4r0
α

(
1− 1− exp (−2αr0)

2αr0

)
.

Если величина α мала, то κ2 ≈ k20 и f = 4r20. Во
втором случае интегралы с положительными и рав-
ными по модулю отрицательными индексами равны

fm (κ, k0, r0) = f−|m| (κ, k0, r0) =

= −4 exp (−α |m| a)
(
sh (αr0)

α

)2

.

Переходя к суммированию по положительным ин-
дексам, получаем 2fm (κ, k0, r0). Вычисляя инте-
гралы по ρ′, будем интегрировать по областям
la−R− r0 < ρ′ < la−R+ r0, la+R− r0 < ρ′ < la+

+R+ r0. Получаем

Il (κ, r0, R) =

la−R+r0∫
la−R−r0

J1 (κρ) ρ dρ+

+

la+R+r0∫
la+R−r0

J1 (κρ) ρ dρ ≈ 2r0 [(la−R)J1 (κ (la−R)) +

+ + (la+R)J1 (κ (la+ r))] .

Здесь R — радиус кольца. Мы воспользовались ма-
лостью радиуса проволочки и теоремой о среднем
значении интеграла. Имеем I−l = Il, поэтому сумми-
руем по положительным индексам, удваивая Il. По-
лучим аналогичный результат для комплексно-со-
пряженного дисперсионного уравнения. Учитывая,
что σ (ω) = iωε0

(
εL − ω2

P /
(
ω2 − iωωc

))
и перемно-

жая оба результата, получаем уравнение

1 =

(
πk20 |σ (ω)|

ωε0

)2

×

×
∣∣∣∣∣

∞∑
m=−∞

∞∑
l=−∞

exp (−iψml (kx, ky, kz)) ×

× (2− δm0) (2− δl0) ×

×
∞∫
0

fm (κ, k0, r0) Il (κ, k0, r0)J1 (κR)

r0
√
κ2 − k20

κ dκ

∣∣∣∣∣
2

. (9)

Оно связывает частоту и волновой вектор. Этот ре-
зультат показывает, что в некоординатных задачах
решения принимают сложный вид даже при силь-
ных упрощениях. В низкочастотном пределе α =

= κ, и из (9) можно явно выразить k20 . Магнит-
ный момент для задачи принимает вид 〈Mz〉 =

= Jϕ (πr0R)
2 /a3. Для решения вопроса о знаке МП

необходимо вычислить усредненную компоненту по-
ля:

〈Hz〉 = 1

a3

a/2∫
−a/2

dx

a/2∫
−a/2

dy

a/2∫
−a/2

dzHz (r,k, k0) .

Такие вычисления удобнее проводить в декартовой
системе координат. Знак МП определяет формула
μ = 1 + 〈Mz〉 / 〈Hz〉. Если диссипации нет, намагни-
ченность должна быть в противофазе к полю, т. е.
отрицательной, и по модулю превышать единицу.

Покажем, как эта задача решается в декартовой
системе. Далее вместо (9) выведем новое диспер-
сионное уравнение, считая, рамку прямоугольной.
Кольцо радиуса R заменим прямоугольной рамкой
с плечом b = R

√
π и сечением 4δ2 = πr20 . Вынесем

из-под интеграла плотность J , направленную по ча-
совой стенке вдоль осей x и y. Получаем компоненты
вектор-потенциала и поля:

Ax (r) =
−16iJ

a3
×

×
∞∑

k,l,m=−∞

exp
(
−i
⌊
k̃xkx+ k̃yly + k̃zmz

⌋)
k̃2xk + k̃2yl + k̃2zm − k20

×

×
sin

(
k̃zmδ

)
k̃zm

sin
(
k̃xkb/2

)
k̃xk

sin
(
k̃ylδ

)
k̃yl

×

× sin
(
k̃ylb/2

)
, (10)
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Ay (r) =
16iJ

a3
×

×
∞∑

k,l,m=−∞

exp
(
−i
⌊
k̃xkx+ k̃yly + k̃zmz

⌋)
k̃2xk + k̃2yl + k̃2zm − k20

×

×
sin

(
k̃zmδ

)
k̃zm

sin
(
k̃xkb/2

)
k̃xk

sin
(
k̃ylδ

)
k̃yl

×

× sin
(
k̃xkb/2

)
, (11)

Hz = ∂xAy (r) − ∂yAx (r) = −4Jb2δ2

a3
×

×
∞∑

k,l,m=−∞

exp
(
−i
⌊
k̃xkx+ k̃yly + k̃zmz

⌋)
k̃2xk + k̃2xk + k̃2xk − k20

×

× Fmlk (k) , (12)

Fmlk (k) = sinc
(
k̃zmδ

)
sinc

(
k̃xkb/2

)
×

× sinc
(
k̃ylb/2

)[(
k̃yl

)2
sinc

(
k̃ylδ

)
+
(
k̃xk

)2
×

× sinc
(
k̃xkδ

) ]
. (13)

Теперь надо усреднить поле (12). Усредняем следу-
ющим образом:

f
(
k̃xk

)
=

1

a3

a/2∫
−a/2

exp
(
−ik̃xkx

)
dx =

=
2 sin

(
k̃xka/2

)
k̃xka

= sinc
(
k̃xka/2

)
.

Поэтому

〈Hz〉 = −4Jb2δ2

a3
×

×
∞∑

k,l,m=−∞

sinc
(
k̃xka/2

)
sinc

(
k̃yla/2

)
sinc

(
k̃zma/2

)
k̃2xk + k̃2yl + k̃2zm − k20

×

× Fmlk (k) . (14)

Функции sinc = sin (x) /x четные и быстро убыва-
ют. В (14) существенный вклад вносит нулевой член
суммы, но строгий результат требует учета большо-
го числа членов. Теперь запишем

χezz = μ− 1 = − 1

∞∑
k,l,m=−∞

sinc
(
k̃xka/2

)
sinc

(
k̃yla/2

)
sinc

(
k̃zma/2

)
k̃2xk + k̃2yl + k̃2zm − k20

Fmlk (k)

. (15)

В (15) следует подставлять решение микроскопичес-
кого дисперсионного уравнения. Если же подста-
вить квадрат волнового числа из макроскопическо-
го уравнения Френеля k20 =

(
k2x + k2y

)
/μezz + k2z ,

то, задавая k, получаем неявное уравнение. Его ре-
шение симметрично по волновому вектору, μ (k) =

= μ (−k). Упрощение может быть достигнуто вы-
бором направления распространения волны. Так,
выбирая kx = ky, kz = 0, из уравнения (9) най-
дем частоту и подставим в (15). Имеем F000 (k⊥) =
= 2sinc (kxδ) [kxsinc (kxb/2)]

2 и следующее нулевое
приближение:

μ(0) = 1− 2k2x − k20

2 [kxsinc (kxa/2) sinc (kxb/2)]
2 .

Оно весьма грубое, что определяется медленной схо-
димостью ряда (15). Для медленной волны знак вос-
приимчивости χ

(0)
ezz отрицательный. Из уравнения

Френеля следует 2k2x = μk20 , поэтому в низкоча-
стотном пределе имеет место решение μ(0) = 1. Ес-
ли μ < 0, то волновые числа мнимые. Это возможно

при брэгговском резонансе в запрещенной зоне. Для
медленной волны максимальное замедление имеет
место при kx = ky = π/a, откуда получаем мак-
симальное значение μ = 2π2/ (k0a)

2 > 1. Частоту
максимального замедления можно найти из диспер-
сионного уравнения. Выше частоты резонанса в за-
прещенной зоне μ < 0. Однако это так в предполо-
жении, что уравнение Френеля еще справедливо. Та-
кой подход для кристалла из металлических рамок
использован в работе [26]. Здесь имеет место анало-
гия с кристаллооптикой, для которой сильная ПД и
брэгговские резонансы наступают в рентгеновском
диапазоне. Используя же приближенную формулу с
учетом только одного члена ряда, получаем

μ(0) = 1− 2π2 − k0a

8sinc2 (πb/ (2a))
≈ 1− 2π2 − k0a

8
.

Мы учли, что b � a. В общем случае обозначим
сумму в знаменателе (15) как

S = S0 (k) + S̃ (k) + S̃ (−k) ,
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S̃ = S00m (k) + Sk00 (k) + S0l0 (k) + S0lm (k) +

+ Sk0m (k) + Skl0 (k) + Sklm (k) ,

где

S0 (k, k0) =
sinc (kxa/2) sinc (kya/2) sinc (kza/2)

k2x + k2y + k2z − k20
×

×F000 (k) ,

S00m (k, k0) =

=

∞∑
m=1

sinc
(
k̃xka/2

)
sinc

(
k̃yla/2

)
sinc

(
k̃zma/2

)
k2x + k2y + k̃2zm − k20

×

×F00m (k) ,

S0lm (k, k0) =

=

∞∑
l,m=1

sinc (kxa/2) sinc
(
k̃yla/2

)
sinc

(
k̃zma/2

)
k2x + k̃2yl + k̃2zm − k20

×

×F0lm (k) ,

Sklm (k, k0) =

=
∞∑

k,l,m=1

sinc (kxa/2) sinc
(
k̃yla/2

)
sinc

(
k̃zma/2

)
k2x + k̃2yl + k̃2zm − k20

×

×Fklm (k) .

Все остальные суммы вычисляются аналогично:
тройные, двойные и однократные, взятые по поло-
жительным индексам. Тогда

μ (k, k0) = 1− 1

S0 (k) + S̃ (k) + S̃ (−k)
.

Имеем S̃ (k) = S̃ (−k), поэтому μ (−k, k0) = μ (k, k0).
При k = 0 решением дисперсионного уравнения яв-
ляется k0 = 0, поэтому μ (0, 0) = 1. При малых раз-
мерах δ и b имеем μ (k, k0) ≈ 1. Сильная ПД означа-
ет, что нельзя получить зависимость μ (ω): резуль-
тат существенно зависит от k. Полученное матери-
альное уравнение нелокально: оно относится ко всей
области ячейки, а локальность наступает при λ� a,
т. е. при k2 ≈ k0, когда и μ (k, k0) ≈ 1. Путем уве-
личения размеров рамки можно получить значения
МП, отличные от единицы и даже отрицательные,
но не факт, что реально достигается отрицательная
МП в обычном понимании: в этом случае модель
становится весьма приближенной, а результат зави-
сит от k.

Заменим металлическое кольцо тонким диэлект-
рическим. Пренебрежем поперечными полями по
сравнению с тороидальным. По кольцу идет ток по-
ляризации, который возбуждает такое же поле, как
и ток проводимости. Для металлического кольца нет
разницы: высокочастотный ток в той или иной сте-
пени тоже есть ток поляризации. Для диэлектри-
ческого кольца отсутствует ток на нулевой частоте.
В приведенных выше формулах для проводимости
достаточно положить ω2

P = 0. Весьма заманчиво по-
лучить магнитные свойства ИС на структурах ти-
па диэлектрические кольца, диэлектрические спи-
рали и вообще на МА с соленоидальными токами
поляризации. Однако токи должны быть строго со-
леноидальными. Для диэлектрического кольца ра-
диуса R должно выполняться условие k0

√
εR � 1,

что для больших ДП приводит к весьма малым
радиусам и малым эффективным проницаемостям.
ДП диэлектрического кольца, расположенного в ди-
электрической основе, должна сильно отличаться
от ее ДП. Диэлектрическое кольцо должно быть
очень тонким, чтобы можно было пренебречь по-
перечными полями и резонансами. Это приводит к
малым эффективным параметрам. В отличие от ме-
талла, на низких частотах ток поляризации мал, а
на высоких частотах приближение работает плохо.
Тем не менее, чисто формально можно использо-
вать полученные результаты для диэлектрических
колец. В вакууме такое кольцо является резонато-
ром с H01δ-топом колебания (см. [29]). В фотон-
ном кристалле такой резонатор является источни-
ком волны и в то же время возбуждается ей. По-
ляризация и ток кольца должны быть в противо-
фазе компоненте Hz. При отрицательной компонен-
те МП фотонный кристалл становится гиперболи-
ческим метаматериалом. Рассматривая квадратную
диэлектрическую рамку, можно использовать ком-
поненты (10), (11) для получения дисперсионного
уравнения. Электрическое поле определяется через
вектор-потенциал как E =

(
k20 +∇∇·) ˆ̃G ((ε− 1)E),

где A = iωε0
ˆ̃G ((ε− 1)E), а ˆ̃G — интегральный опе-

ратор с ядром (1). Использовать алгоритм с яд-
ром ∇⊗∇G̃ проблематично в силу неинтегрируемой
особенности. Считая поле соленоидальным внутри
кольца и перенося оператор ∇· на (ε− 1)E, по-
лучим поверхностные интегралы от поверхностной
плотности заряда. Поскольку мы пренебрегли на
границе кольца нормальными компонентами поля,
пренебрегли и поверхностными зарядами, и хоро-
шим приближением является интегральное уравне-
ние E = k20

ˆ̃G ((ε− 1)E) = k20 (ε− 1) ˆ̃G (E). Диспер-
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сионное уравнение на его основе запишем в виде∫
V

|E|2 d3r = k20 (ε− 1) ×

×
∫

E∗ (r) G̃ (r, r′)E (r′) d3rd3r′. (16)

В декартовой системе удобнее рассмотреть прямо-
угольную рамку. Считая теперь поле постоянным и
имеющим одну постоянную компоненту Ex или Ey
в каждом плече, Ex (x,−b/2, z) = −Ex (x, b/2, z) =

= Ey (b/2, y, z) = −Ey (−b/2, y, z) = E, получаем
уравнение

1 =
4k20δ

2b (ε− 1)

a3

∞∑
k,l,m=−∞

|Gklm (k)|2
k̃2xk + k̃2yl + k̃2zm − k20

,

где

|Gklm (k)|2 = sinc2
(
k̃zmδ

)
sinc2

(
k̃xkb/2

)
×

× sinc2
(
k̃ylb/2

)[
sin2

(
k̃xkb/2

)
+ sin2

(
k̃ylb/2

)]
.

Задавая вектор k, из этого уравнения можно опре-
делить волновое число:

k20 =

=
1

4δ2b (ε− 1)

a3

∞∑
k,l,m=−∞

|Gklm (k)|2
k̃2xk + k̃2yl + k̃2zm − k20

. (17)

Уравнение (17) можно решать итерационно. Оно
также подходит для металлической рамки, если в
качестве ε взять ДП металла. В случае наличия ос-
новы ДП ε̃ необходимо сделать замены k20 → k20 ε̃,
ε → ε/ε̃. Считая k = x0kx, kx ≈ k0 � π/a, учи-
тывая только большой нулевой член суммы, полу-
чим k20 ≈ k2x/

⌊
1 + 4δ2b (ε− 1) /a3

⌋
. Приближение

справедливо, если 4δ2b (ε− 1) /a3 � 1. В этом слу-
чае kx ≈ k0. Конечно, уравнение (17) весьма при-
ближенное. Задавая поле в виде циклического то-
ка поляризации, мы наложили условия симметрии:
Ex (x, y, z) — четная функция по x, z и нечетная
по y, а Ey (x, y, z) — четная функция по y, z и нечет-
ная по x. В силу симметрии такое решение может
существовать, но могут быть решения с другими со-
отношениями четности–нечетности. Решая задачу в
общем виде, например, методом конечных элемен-
тов, мы можем найти волны всех возможных сим-
метрий и соответствующие им дисперсии. Уравне-
ние (17) при полностью четном поле будет четным.
При дифракции волн на метаматериале конечных

размеров указанная симметрия полей, вообще го-
воря, не выполняется. Она означает наличие двух
электрических стенок, перпендикулярных плоско-
сти рамки, и может быть реализована при сдвиге
фаз π на ячейку по обеим координатам, что может
выполняться в запрещенной зоне, которой соответ-
ствует полоса заграждения фильтра из конечного
образца. При дифракции на метаматериале в низ-
кочастотном пределе реализуется сдвиг фаз, близ-
кий к нулю. Использование постоянных по значени-
ям компонент электрического поля внутри рамки —
наиболее жесткое ограничение модели. Но именно
оно позволило получить простой явный результат.

6. ОТРИЦАТЕЛЬНЫЕ ε′e И μ′
e В МОДЕЛИ

ЛОРЕНЦА

Классическая модель Лоренца для разреженного
газа осцилляторов (электрических диполей или ос-
цилляторов) с частотами ω0el дает выражение для
ДП [13]:

εL (ω) = 1 +
N∑
l=1

ω2
el

ω2
0el − (ω2 − iωωcl)

. (18)

Здесь квадрат частоты ω2
el = e2Nl/ (ε0ml) опре-

деляется концентрацией Nl и массой заряженных
частиц сорта l, а частота ωcl релаксации импульса
(частота столкновений) определяет уширение спект-
ральной линии. Квантовое описание на основе по-
луклассического приближения дает такую же фор-
му ДП [6,13, 32]:

εL (ω) = 1 +
e2

ε0me
×

×
∑
ν

∑
k

Nν
k

∑
l�=k

fνlk
(ων0lk)

2 − (ω2 − iωωνlk)
. (19)

Здесь суммирование по индексам ν идет по всем сор-
там атомов, по индексам k — по всем энергетиче-
ским уровням, по l — по всем разрешенным пере-
ходам с уровня k. Соответственно Nν

k — число ато-
мов типа ν в состоянии k, ω0ν = ωνlk = (Ek − El) �,
ωνlk — ширина спектральной линии перехода k → l,
связанная со временем жизни. Если в возбужден-
ных состояниях атомов больше, чем в основном,
то ε′′ < 0 и среда является активной. Сила осцилля-
тора fνlk = 2me |ων0lk| |dνlk|2 / (3e2�gl) дипольного пе-
рехода для атома с дипольным моментом dν опре-
деляется квадратом модуля матричного элемента
dνlk = −e 〈ψl |r|ψk〉 [6, 32]. В общем случае при вы-
числении (19) следует суммировать по всем элект-
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рическим мультипольным переходам, удовлетворя-
ющим правилам отбора. Нетрудно видеть, что мо-
жет выполняться условие ε′L (ω) < 0. Однако (19)
не дает правильное значение ДП, поскольку полу-
чено при воздействии поля плоской волны в ва-
кууме на отдельный атом и путем суммирования
вкладов атомов в поляризацию. Необходим учет
среднего поля [6]. Часто в работах формулу ти-
па (18) пишут для μe, пытаясь получить μ′

e < 0

из решений задач дифракции, используя пакеты
компьютерного моделирования. Но формула типа
(18) не имеет отношения к μe. В квантовом рас-
смотрении, как известно, можно представить воз-
мущенный гамильтониан в виде Ĥ = Ĥ0 + Ĥ ′, где
Ĥ ′ = − (e/m) p̂ · Ae + (eAe)

2
/ (2m) + Ĥs — свя-

занное с полем B = ∇ × A возмущение [32, 33].
Здесь Ĥs = μBgsB · ŝ/μ0, Ae = μ0A, A — ранее
введенный вектор-потенциал, gs ≈ 2 и для прос-
тоты рассмотрен один электрон в атоме со спи-
ном ŝ. Пренебрегая вторым членом и учитывая
свойства коммутации, можно записать [33] Ĥ ′ =

= μB

(
L̂+ 2Ŝ

)
/μ0, где μB — магнетон Бора, Ŝ и L̂—

полные операторы спинового и орбитального момен-
тов атома (включая ядро). Магнитная восприимчи-
вость зависит от полного магнитного момента ато-
ма, и если он ненулевой, слагается из поляризацион-
ного парамагнетизма, прецессионного диамагнетиз-
ма и ориентационного парамагнетизма [34]. В сла-
бых полях для определения вклада атома в маг-
нитную поляризацию следует вычислять матричные
элементыmlk = −μB

〈
ψl

∣∣∣2Ŝ+ L̂
∣∣∣ψk〉. Ротационные

спектры полярных молекул в газе и жидкости также
могут формировать магнитный момент. Однако это
обычно микроволновый диапазон с сильным уши-
рением линий, и какого-либо вклада в МП не воз-
никает. В оптическом диапазоне природные веще-
ства не демонстрируют существенное отличие МП
от единицы [9, 34]. ИС из металлических наноча-
стиц, представляющих собой квантовые точки или
трехмерные квантовые ящики, целесообразно моде-
лировать квантовыми методами. Определяя для них
уровни энергии и волновые функции или исполь-
зуя теорию функционала плотности, можно вычис-
лить плотность тока, возникающего под действием
поляB (ω). Это поле также действует и на классиче-
скую рамку с током, поэтому в слабых полях Pm (ω)

пропорционально B (ω), а не H (ω).

Рассматривая классические контуры с токами,
возбуждаемыми магнитной индукцией B (ω) =

= μ0μeH (ω), следует учесть, что ток в контуре
в отсутствие поля затухает и не имеет резонанс-

Рис. 5. Дисперсия в метаматериале из прямоугольных ди-
электрических рамок

ных частот. При комнатной температуре длина
свободного пробега электронов в металле порядка
десятков нанометров. Кроме того, в отличие от
спина в атоме магнитный момент контура не может
менять направление ориентации в зависимости от
изменения угла магнитного поля. Такой наведенный
магнетизм на низких частотах является диамагне-
тизмом [26]. Можно получить формулу типа (18)
без резонансов для μ−1

e , поскольку на движущиеся
заряды действует поле B (ω). Вклад в поляри-
зацию от МА пропорционален B (ω), а не H (ω).
Классический подход легко можно применить к
интегральному уравнению из проволочных мик-
роколечек (рис. 4в). Удобно расположить их на
ребрах кубического кристалла. Часто пытают-
ся рассматривать резонансные структуры типа
разомкнутых микроколечек с емкостным зазором.
У такого RCL-контура есть резонансная часто-
та (LC)

−1/2 вынужденного резонанса, но она очень
высокая, поскольку краевая емкость мала. Для
снижения ω0 следует повышать емкость. Кольцо
с емкостью является магнитным и электрическим
диполями, ориентированными нормально и каса-
тельно плоскости кольца. Электрический диполь
нормален зазору, что делает кольцо несиммет-
ричным излучателем в его плоскости. Поэтому
кристалл (рис. 4в) с разомкнутыми кольцами не
изотропный. Не спасает и двойное разомкнутое
кольцо. Необходимы четверные разомкнутые коль-
ца с поворотом зазоров на 45%, размещенные
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на ребрах кубического фотонного кристалла. В
силу правила Ленца такая ИС на низких частотах
обладает диамагнетизмом. Важно синхронизиро-
вать углы поворота всех колец. Реально такой
3D-фотонный кристалл возможен в радиодиапа-
зоне, где можно использовать и сосредоточенные
емкости. Создание такой ИС в микроволновом
диапазоне уже проблематично. Вблизи резонансной
частоты μ−1

e (ω) = 1 + ω2
m/

⌊
ω2
0 −

(
ω2 − iωωc

)⌋
.

Рассмотрим μ′
e. Имеем

μ′
e = 1− ω2

m

(
ω2
0 − ω2 + ω2

m

)
(ω2

0 − ω2 + ω2
m)

2
+ (ωωc)

2
.

Условие μ′
e < 0 имеет вид

(
ω2
m − ω2

c

)2
> 4 (ωmωc)

2.
Обозначим Δ =

(
ω2
m − ω2

c

)2
> 4 (ω0ωc)

2. При слабой
диссипации ω2

m − ω2
c > 2ω0ωc или ωm >

√
2ω0ωc. В

этом случае имеется область отрицательных μ′
e < 0,

расположенная при

ω2
0 +

ω2
m − ω2

c

2
−Δ < ω2 < ω2

0 +
ω2
m − ω2

c

2
+ Δ.

Обозначая Ω = ω2 − ω2
0 , имеем уравнение Ω2 −

− Ω
(
ω2
m − ω2

c

)
+ (ω0ωc)

2
= 0 для определения гра-

ничных частот, на которых μ′
e = 0. С учетом дисси-

пации таких частот может не быть. На резонансной
частоте μ′

e = 1 − 1/
⌊
1 +

(
ω0ωc/ω

2
m

)2⌋
> 0. В этом

случае при ω0ωc = ω2
m получаем μ′

e = 1/2. С рос-
том диссипации μ′

e при резонансе растет и стремит-
ся к 1, а при стремлении диссипации к нулю также
стремится к нулю. При низких частотах имеем 0 <

< μ′
e < 1, т. е. диамагнетизм, и μ′

e → 1 при ω → 0.
На очень больших частотах (ω2 � ω2

0 + ω2
m) име-

ем μ′
e = 1 +

(
ω2
m + 2ω2

c

)
/ω2 → 1, т. е. реализуется

парамагнетизм. Отметим, что мы ввели резонанс-
ную частоту искусственно на основе теории цепей
и воспользовались формулой, которую еще надо по-
лучить, используя электродинамику. То есть надо
строго решать задачу для разомкнутых колец.

Таким образом, отрицательная МП может быть
реализована в резонансных ИС, но только в резо-
нансной области, где существенна ПД, и описание
двумя скалярными величинами εe и μe не является
полностью корректным. В низкочастотной области,
где можно ввести эти параметры, ИС ведет себя как
диамагнетик: 0 < μe < 1. Поскольку размер части-
цы существенно меньше a, указанные резонансы ле-
жат обычно выше первого брэгговского резонанса,
где уже изотропное приближение неприменимо. На-
веденный магнетизм, однако, вполне имеет место в
широком диапазоне частот.

7. УРАВНЕНИЕ ФРЕНЕЛЯ И ЧИСЛЕННЫЕ
РЕЗУЛЬТАТЫ

Периодические фотонные кристаллы описыва-
ются уравнением Френеля. Это дисперсионное урав-
нение, построенное по результатам гомогенизации.
В классическом случае имеют место два подхода
к описанию эффективных параметров ИС: симмет-
ричный в рамках полей E, H и индукций D, B, а
также несимметричный с использованием трех век-
торов E, D, B [8, 9]. В этом разделе будем придер-
живаться первого подхода. В нем в общем случае
бианизотропной ИС вводятся четыре тензорных па-
раметра: тензоры ДП ε̂ (ω,k) и МП μ̂ (ω,k) и тен-
зоры кросс-поляризаций ξ̂ (ω,k), ζ̂ (ω,k). При рас-
пространении плоских волн E = E0 exp (iωt− ik · r)
(или при комбинации поля из таких волн) и при сим-
метричном рассмотрении имеют место связи

D (ω,k) = ε0ε̂ (ω,k)E (ω,k) + c−1ξ̂ (ω,k)H (ω,k) ,

B (ω,k) = μ0μ̂ (ω,k)H (ω,k) + c−1ζ̂ (ω,k)E (ω,k) ,

а также уравнения Френеля вида [1, 9]

det
⌊(
k−1
0 k̂ + ξ̂

)
μ̂−1

(
k−1
0 k̂ − ζ

)
+ ε̂

⌋
= 0,

det
⌊(
k−1
0 k̂ − ζ

)
ε̂−1

(
k−1
0 k̂ + ξ̂

)
+ μ̂

⌋
.

(20)

Здесь∇×E = −ik×E = k̂E, а матрица k̂ определяет
оператор ротор:

k̂ = −i

⎡⎢⎣ 0 −kz ky

kz 0 −kx
−ky kx 0

⎤⎥⎦ .
Если рассматривать изотропные метаматериалы в
смысле работы [4], т. е. считать все эффективные
материальные параметры скалярами, то ИС стано-
вится в общем случае биизотропной со скалярны-
ми параметрами ε, μ, ξ, ζ и уравнением Френе-
ля det

⌊
k̂2 + k̂ (ξ − ζ) + Îk20εμ

⌋
= 0. Если же кросс-

поляризацией можно пренебречь, а анизотропией
нельзя, то уравнение Френеля приобретает вид

det
⌊
ε̂−1k̂μ̂−1k̂ − Îk20

⌋
= 0,

det
⌊
μ̂−1k̂ε̂−1 − Îk20

⌋
= 0.

(21)

В полностью изотропном случае (ε̂ = εef Î, μ̂ = μef Î)
уравнение Френеля det

⌊
k̂2 − Îk20εμ

⌋
= 0 экви-

валентно простейшему дисперсионному уравнению
для обыкновенной волны k2 = k20εμ.
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Для ИС из шариков двух типов рис. 4г оценим
резонансные частоты, что, конечно, не означает до-
стижимость однородного метаматериала, описыва-
емого ДП и МП. Для обоснования этого следует
задать в шариках меньшего размера только поле
Eϕ = const и расположить эти шарики на ребрах.
Уже отмечалось, что такого возбуждения при ди-
фракции волны на конечном образце может не быть.
Поскольку ориентация осей различная, шарики да-
ют вклад в магнитный момент по трем направле-
ниям. Такие шарики подобны рассмотренным коль-
цам и создают магнитный момент. Конечно, это
приближение: поле в шариках следует разлагать по
всем сферическим гармоникам [18,25]. Пусть шари-
ки большего размера расположены в углах. Эти ша-
рики создают электрический момент. ДП шариков
считаем одинаковой. Для разложения поля можно
взять несколько сферических гармоник относитель-
но трех осей. В такую ИС мы искусственно при-
внесли симметрию. Далее следует рассчитать воз-
буждаемое шариками поле с учетом периодической
ФГ (1) и решить интегральное уравнение. Такое ре-
шение учитывает взаимовлияние всех шариков. За-
тем следует вычислить электрический и магнитный
моменты и усредненные поля. В природных средах
размер атомов r ≈ 0.05 нм, и при длине световой
волны λ ≈ 500 нм и ДП основы ε̃ ≈ 10 и менее при-
ходим к отношению размера к длине волны в сре-
де r/Λ ≈ 3 · 10−4. Для кристаллов это отношение
имеет такой же порядок. На атомы действует ло-
кальное поле, а прецессия спинов дает магнитный
момент, в линейном приближении пропорциональ-
ный компоненте локального магнитного поля. Для
возбуждения рамки с током или шарика важен их
размер, сравнимый с длиной волны. Магнитный мо-
мент не пропорционален локальному полю, а намаг-
ниченность зависит от k. Для фотонного кристалла
с a ≈ 50 нм уже a/Λ ≈ 0.1, при этом для разре-
женности необходимо, по крайней мере, использо-
вать частицы с r < 5 нм. В области 100 ГГц при
длине волны 3 мм, ε̃ = 10 и ε = 400 оценим ми-
нимальную Λ. Поскольку изотропность предполага-
ет работу вдали от брэгговских резонансов, хоро-
шим и точным подходом для этого являются мето-
ды для хаотических метаматериалов типа смесей:
формулы смешения для моделей эффективной сре-
ды, метод компактных групп, методы теории перко-
ляции (протекания) и т. п. [7, 35]. Из формулы Гар-
нетта (ε̃e − ε̃) / (ε̃e + 2ε̃) = C (ε− ε̃) / (ε+ 2ε̃) имеем
оценку для концентрации C диэлектрических шари-
ков при условии ε̃e = ε̃ + 1 = 11: C = 1/30. Близ-
кий результат дает и формула эффективного по-

Рис. 6. Эффективная МП метаматериала из прямоуголь-
ных диэлектрических рамок по формуле (15), соответству-

ющая дисперсии рис. 5

ля Бруггемана. Поскольку C = (4π/3)
(
r31 + r32

)
/a3,

при r2 = 2r1 имеем r1 ∼ a·10−4. При ε̃e = 11 должно
быть Λ < 1 мм, т. е. по крайней мере a < 0.1 мм, что
дает оценку r1 ∼ 10−5 мм. Минимальное расстоя-
ние между рассеивателями a

√
3/2, поэтому взять r1

больше 0.01 мм без существенного нарушения раз-
реженности нельзя. Однако такое увеличение нару-
шает условие ε̃e ≈ ε̃ и уменьшает Λ. Нетрудно ви-
деть на основе точных формул [36], что резонанс-
ные частоты таких изолированных наношариков не
лежат в заявленном авторами идеи диапазоне. В
свободном пространстве основной (низкочастотной)
является магнитная мода H01δ, при этом индексы
(кроме азимутального) нельзя считать целыми (в
силу радиационных потерь их даже нужно считать
комплексными). В фотонном кристалле нет радиа-
ционных потерь, но есть диполь-дипольное взаимо-
действие рассеивателей, которое необходимо строго
учитывать.

Низкочастотная дисперсионная ветвь, соответ-
ствующая уравнению (17), приведена на рис. 5. На
рис. 6 (кривая 1) даны результаты вычисления МП
по формуле (15). В суммах формул (15) и (17) име-
ют место полюсы, которые определяются условием
k̃2xk+ k̃

2
yl+ k̃

2
zm = k20 . Они приводят к нулям в правых

частях (15) и (17). Кроме того, имеют место нули
у функций Fmlk (k) и |Gmlk (k)|2. Они реализуются
при достаточно больших |k| и приводят к полюсам.
Такие резонансы в МП нефизические и происходят
при достижении запрещенной зоны, т. е. там, где мо-
дель неприменима. Избежать полюсов можно, учтя
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потери или построив более строгую модель. В низ-
кочастотной области |k| ≈ k0 нуль компенсирует по-
люс и МП практически равна единице, а модель де-
монстрирует бесконечно малый диамагнетизм. От-
рицательные значения не достигаются. Расчеты в
этой области выполнены при введении бесконеч-
но малого тангенса диэлектрических потерь 10−10.
При больших |k| для вычисления МП использова-
лись связи kx = kx (k0) и k = kx + ky = k (k0),
определяемые из уравнения (17), и брался тангенс
потерь 10−2. Заметим, что можно построить дис-
персию МП по результатам гомогенизации на ос-
нове уравнения Френеля μ = (kx/k0)

2. Такая мо-
дель при |k| ≈ k0 дает слабый парамагнетизм. В
точке X имеем μ = 1.061. При переходе на обрат-
ную ветвь kx → π/a − kx замедление и МП силь-
но растут. В запрещенной зоне компонента kx яв-
ляется мнимой, а МП — отрицательной. При пере-
ходе через запрещенную зону на высокочастотную
(оптическую) дисперсионную ветвь при изменении
только kx эта МП становится сначала отрицатель-
ной, затем положительной, но имеет значение мень-
ше единицы. Как для рис. 6 в резонансных областях,
так и здесь отличные от единицы резонансные зна-
чения МП не имеют физического смысла, хотя эти
значения и описывают дисперсию моделью Френе-
ля. При дифракции на образце фотонного кристал-
ла для использования такой модели важно, в какой
точке дисперсионной поверхности при данной часто-
те находится вектор k с учетом всех волн, включая
и отраженные, что само по себе сложно.

На низких частотах можно построить другие за-
висимости замедления на основе эффективной ди-
электрической среды в виде смеси. Для нее имеем
коэффициент заполнения C = 16bδ2/a3 и коэффи-
циенты деполяризации (см. [7, 37]) Lx = Ly = 1/2−
− δ/b, Lz = 2δ/b. Используя формулу Гарнетта, для
тонкой диэлектрической рамки получим [1]

εexx = εeyy = 1 +
C (ε− 1)

1 + Lx (ε− 1− C)
≈

≈ 1 +
16bδ2 (ε− 1) /a3

1 + (ε− 1− 16bδ2/a3) /2
,

εezz = 1 +
16bδ2 (ε− 1) /a3

1 + 2δ (ε− 1− 16bδ2/a3) /b
≈

≈ 1 + 16bδ2 (ε− 1) /a3.

Таким образом, на низких частотах ИС описывает-
ся диэлектрическими свойствами, а волна с kz = 0

идет почти со скоростью света. Теперь уравнение
Френеля при ky = kz = 0 имеет вид kx = k0

√
εezz.

Рис. 7. Дисперсия (низшие частотные ветви) в кубическом
фотонном кристалле с кубическими МА a0 × a0 × a0 в ди-
электрической основе ε̃ = 3.0. ДП включений ε = 6.0 для
кривых 1–4, ε = 0.5 (5), ε = −1.0 (6), ε = 3.1 (7). Кривым
1, 4–7 соответствует a0 = 0.1a, a0 = 0.2a (2), a0 = 0.5a (3)

Рис. 8. Гомогенизированные значения эффективной ДП
εef для конфигураций (1–7), соответствующих рис. 7. Кри-

вая 8 соответствует ε = −1.0, a0 = 0.3a, ε̃ = 1.0

Результаты вычисления низкочастотных диспер-
сионных ветвей для (17) с эффективной ДП для
кубического кристалла с кубическими диэлектри-
ческими МА даны на рис. 7 и 8. Использовалась
приближенная модель в виде аппроксимации ком-
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понент Ex, Ey, Ez кусочно-постоянными элемента-
ми с симметричным распределением поля, поэтому
уравнение решалось в первом октанте куба. Исполь-
зовалось по две и три аппроксимации на компонен-
ту, поэтому размерность задачи равнялась либо 8,
либо 27. Гомогенизация выполнялось по формуле,
аналогичной (15). Заметим, что простой алгоритм
можно получить, взяв аппроксимации полей типа
Ex (x, y, z) = E0x cos (αxx) cos (βxy) cos (γxz). Тогда
дисперсионное уравнение получается в виде функ-
ционала, зависящего кроме k0 и k еще от 12 парамет-
ров. Их можно сократить до 8, наложив условие со-
леноидальности и условия удовлетворения каждой
из компонент волновому уравнению. Однако такая
задача является нелинейной.

8. ВЫВОДЫ

Рассмотрены структуры периодических метама-
териалов, которым могут соответствовать изотроп-
ные эффективные материальные параметры, в том
числе и с двумя проницаемостями εe и μe. Посколь-
ку все МА (исключая ферромагнитные частицы во
внешнем магнитном поле) можно описать ДП, сим-
метричный кубический кристалл также моделиру-
ется только диагональным тензором с одинаковыми
компонентами εe (k0,k) [1,6]. Поэтому введение μe —
искусственный прием. Исключение могут составить
магнитные МА из ферритов и магнитных металлов,
магнетизм которых обусловлен прецессией неком-
пенсированных магнитных моментов атомов или до-
менов во внешнем магнитном поле. Такие ИС могут
демонстрировать резонансные свойства и изменение
знака компонент МП, но они анизотропны и обычно
проявляют такие свойства в микроволновом диапа-
зоне и ниже. Там имеет место гиротропия.

Так называемый наведенный магнетизм демон-
стрирует зависимость намагниченности от k даже
в низкочастотном пределе. При этом μe (0, 0) = 1.
Показано, что для кольцевых ИС в низкочастот-
ном пределе |k| ≈ k0 (0, 0) � π/a имеет место сла-
бый диамагнетизм (см. [26]). Рассмотрим это качест-
венно на примере одиночной проволочной рамки с
площадью S. Имеем A = Ĝ (J), H = ∇ × A =

= −jk × Ĝ (J), dM = r × Jdl. Для плоской круг-
лой рамки c током I = |J| δ2 получаем M = n0SI.
Диамагнетизм обеспечивает правило Ленца. Усред-
ненное магнитное поле не является локальным, по-
этому нельзя ввести локальные материальные па-
раметры. Большие значения МП связаны с тем, что
〈Hz (k0,k)〉 ≈ 0 для некоторых точек дисперсионной
поверхности. Нелокальное магнитное поле означает,

что большая МП не имеет обычного физического
смысла. В низкочастотном пределе при малом фа-
зовом сдвиге на ячейку МП принимает локальный
смысл.

Для поддерживающего волну тока поляризации
Jp (даже замкнутого) намагниченность можно не
вводить, а ввести только электрическую поляриза-
цию 〈Pe〉 = ε0 (ε− 1) 〈E〉V . Усреднение здесь выпол-
нено по МА. Такой дипольный момент отличается
от (5) и является более приближенным. В низкоча-
стотном пределе поле постоянно и 〈E〉V = V 〈E〉 /a3.
Формально можно вводить разные модели ИС, ис-
пользуя тензорные или скалярные материальные
параметры, а затем определять их из условий гомо-
генизации. В качестве таковых могут фигурировать
свойства волн в метаматериале, параметры рассея-
ния, поляризуемости. Неоднозначность обратной за-
дачи гомогенизации требует решения переопреде-
ленной системы уравнений. В частных случаях чис-
ло уравнений и неизвестных может совпадать. Опре-
деление МП такими способами не гарантирует, что
имеет место локальная связь магнитной индукции
и магнитного поля. Формально введение магнит-
ных свойств основано на том, что в низкочастотном
пределе рассеяние плоской волны на малой частице
можно описать как возникновение в ней электриче-
ского и магнитного диполей [7, 17, 37]. Однако для
выполнения граничных условий магнитный диполь
можно не вводить, а ввести еще один ортогональный
электрический диполь. Мы не рассмотрели ряд важ-
ных вопросов: влияние квадрупольных и высших
мультипольных моментов на поляризацию, плотно
упакованные (не разреженные) фотонные кристал-
лы, сильно нелокальные ИС и ряд других.

Итак, однородные периодические ИС, описывае-
мые ДП, возможны в низкочастотном пределе при
пренебрежении ПД. При описании их ДП и МП по-
следняя близка к единице, особенно в оптическом
диапазоне. Однородные метаматериалы с отрица-
тельной ДП также возможны. Это металлы при
сверхнизких температурах на частотах вплоть до
плазменных. Смеси металлических и диэлектриче-
ских МА в низкочастотном пределе также могут
демонстрировать отрицательную ДП. Наведенный
магнетизм возможен, но соответствующие ему мета-
материалы не являются изотропными и могут быть
описаны другими материальными параметрами. В
оптике МП метаматериалов практически равна еди-
нице, что согласуется с аналогичным выводом для
природных веществ [7, 30]. Для периодических ИС
на поставленный в заглавии вопрос следует ответить
отрицательно.
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Приведены результаты экспериментальных исследований и численного моделирования фрагментации
ударников из алюминиевого сплава на вольфрамовом сеточном экране при скоростях соударения до
7 км/с. Разгон ударников производился с использованием двухступенчатой легкогазовой пушки. Для
регистрации состояния ударника перед соударением с сеточным экраном и процесса его фрагментации
использована рентгеновская съемка. Параметры облака фрагментов ударника регистрировались также с
помощью толстой пластины-свидетеля из сплава АМг6, размещаемой за сеточным экраном. Численное
моделирование было выполнено методом гладких частиц. Отмечены особенности морфологии облака
фрагментов и дана оценка скоростей фрагментов в различных частях облака. Дана оценка возникающе-
го кумулятивного эффекта. Результаты экспериментов сравниваются с численным моделированием.

DOI: 10.31857/S0044451021020024

1. ВВЕДЕНИЕ

Явление фрагментации твердого тела, вызван-
ное его взаимодействием с относительно тонкой пре-
градой при высоких скоростях соударения, является
предметом исследования уже достаточно длитель-
ное время. Эти исследования ведутся главным об-
разом в рамках работ, направленных на совершен-
ствование экранной защиты космических аппаратов
(КА) от ударного воздействия частиц космического
мусора и метеороидов [1,2]. Важное место в этих ис-
следованиях занимает сеточный экран как элемент
конструкции составного экрана, позволяющий сни-
зить общий вес защиты КА [3,4] при неизменной ее
эффективности.

* E-mail: nn_myagkov@mail.ru
** E-mail: tshumikhin@gmail.com

Эффективность применения сетки в составных
экранах вызвала интерес к изучению фрагментации
ударника на одиночных сеточных экранах. Такие
исследования проводились начиная с 90-х годов (на-
пример, [5–11]). Наиболее детальные исследования
были выполнены в работах [5, 6], в которых было
проведено сравнительное изучение особенностей вы-
сокоскоростного разрушения ударника на сеточном
и сплошном экранах, а также исследованы диспер-
сионные и фрагментационные свойства сеток при их
взаимодействии с ударником. В работе [6] было опи-
сано наиболее яркое различие в характере распре-
деления фрагментов ударника при пробивании се-
точного экрана, а именно, присутствие групп крате-
ров, линейнообразно распределенных по поверхнос-
ти пластины-свидетеля, которое использовалось в
экспериментах для регистрации облака фрагментов.
Эти группы кратеров являются следствием глав-
ной особенности разрушения ударника на сеточном
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Таблица 1. Эксперименты [7,8] по взаимодействию ударника с сеточным экраном (dw — диаметр проволоки, la —
апертура — видимое на просвет расстояние между проволоками)

№
эксп.

Диаметр, мм/
материал
ударника

la × dw, мм× мм/материал
экрана/его удельная
плотность ρb, кг/м2

Скорость
ударника,

км/с

Скорость
лидирующего
фрагмента,

км/с

Коэфф.
усиления
kamp

1.1 6.35/сплав АД-1 2.0× 0.6/сталь 3/1.71 5.84 > 7.38 > 1.26

1.2 6.35/сплав АД-1 2.0× 1.0/сталь 3/3.83 6.80 9.2 1.35

1.3 6.35/сплав АД-1 2.0× 0.6/сталь 3/1.71 7.04 9.7 1.38

экране — формирования струй фрагментов, движу-
щихся как в направлении движения ударника, так
и поперечных направлениях. При этом скорость го-
ловной части струи может существенно превышать
скорость ударника до начала его взаимодействия с
сеткой. На основе численных расчетов была получе-
на следующая оценка: при прицеливании ударника в
центр ячейки сетки скорость головной части струи,
движущейся в направлении движения ударника, мо-
жет превышать скорость ударника до 1.5 раз [6]. В
наших работах [7, 8] было дано прямое эксперимен-
тальное доказательство существования этого куму-
лятивного эффекта. Результативные эксперименты
из работ [7, 8] представлены в табл. 1. Определение
скорости фрагментов проводилось с помощью рент-
геновской съемки. Видно, что в экспериментах было
получено увеличение скорости до 1.38 раз. Наиболь-
шая скорость, полученная в экспериментах, состави-
ла 9.7 км/с.

Все эксперименты, показанные в табл. 1, были
выполнены со стальными сетками. В настоящей ра-
боте приведены результаты экспериментальных ис-
следований и численного моделирования фрагмен-
тации ударников из алюминиевого сплава В95 диа-
метром 9 мм на вольфрамовых сетках с аперту-
рой la = 3.2 мм и диаметром проволоки dw =

= 0.5 мм при скоростях соударения до 7 км/с.
Отмечены особенности морфологии облака фраг-
ментов посредством изучения повреждений поверх-
ности пластины-свидетеля. Результаты эксперимен-
тов сравниваются с численным моделированием,
которое было выполнено методом гладких частиц
(smoothed particle hydrodynamics, SPH) с помощью
пакета LS-DYNA [12].

Метод SPH является бессеточным численным
методом, чрезвычайно удобным для моделирова-
ния высокоскоростных ударных явлений. Отсут-
ствие сетки позволяет с помощью метода SPH есте-

ственно моделировать процессы, очень трудно под-
дающиеся описанию другими методами: 1) большие
деформации и смешивание материалов; 2) интен-
сивную фрагментацию и движение облака осколков.
Довольно полный обзор, включая историю метода
SPH, можно найти работе [13]. Нельзя не упомянуть
одну из недавних работ по развитию этого метода,
где был разработан высокоадаптивный алгоритм ба-
лансировки нагрузки для параллельного моделиро-
вания с использованием метода SPH [14], позволя-
ющий проводить расчеты c десятками миллионов
SPH-частиц.

В заключение отметим, что существуют другие,
отличные от SPH методы, позволяющие эффектив-
но выполнять численное моделирование процессов
при высоких плотностях энергии [15].

2. ПОСТАНОВКА ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ
ИССЛЕДОВАНИЙ

Схема проведения эксперимента приведена на
рис. 1, фотографии испытательного оборудования —
на рис. 2 и 3.

Разгон ударника в стволе легкогазовой пушки
осуществляется в неразрезном поддоне, отделение
ударника от поддона происходит путем разрушения
поддона на выходе из ствола. Отсекание осколков
поддона проводится на входе в вакуумную камеру с
использованием устройства взрывной отсечки [16].

После отделения от поддона ударник входит че-
рез вакуумный тракт в вакуумную камеру. Скорость
ударника измеряется при движении его по вакуум-
ному тракту с использованием электромагнитных
датчиков (ЭД1, ЭД2) и радиолокационных станций
(РЛС1, РЛС2), в вакуумной камере перед встре-
чей с макетом сеточного экрана — с помощью элек-
троконтактных датчиков (КД1, КД2), выполненных
из металлизированной лавсановой пленки толщиной
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Рис. 1. Схема проведения эксперимента: 1 — легкогазовая пушка; 2 — экран; 3 — фотоприемное устройство; 4 — фото-
камера «ЭПОС»; 5 — импульсный источник света; 6 — рентгеновский аппарат «НОРА» (РА1–РА3); 7 — бесконтактное
формирующее сечение; 8 — электромагнитный датчик (ЭД1, ЭД2); 9 — радиолокационная станция (РЛС1, РЛС2); 10 —
отсекатель; 11 — кассета с рентгеновской пленкой; 12 — вакуумная камера; 13 — электроконтактный датчик (КД1–КД3);

14 — макет сеточной экранной защиты

6 мкм, не оказывающей разрушающего воздействия
на ударник.

Была предусмотрена рентгеновская регистрация
состояния ударника и разрушенного поддона в ваку-
умном тракте (рентгеновский аппарат РА1), а так-
же состояния ударника до (рентгеновский аппарат
РА2) и после (рентгеновский аппарат РА3) взаимо-
действия с сеточным экраном. Запуск рентгеновско-
го аппарата РА1 осуществляется от бесконтактного
формирующего сечения БФС1, а запуск рентгенов-
ских аппаратов РА2 и РА3 — от электроконтактных
датчиков соответственно КД1 и КД3.

Можно считать, что в ходе экспериментов с вы-
сокой степенью надежности регистрировались ско-
рость ударника и его состояние перед взаимодейст-
вием с мишенью, вакуумирование исключило влия-
ние воздушной среды на результаты эксперимента, а
система отсечения поддона обеспечила чистоту про-
ведения эксперимента в части реализации воздейст-
вия на мишень только ударника.

Эксперименты были выполнены с ударниками
сферической формы из сплава алюминия B95 диа-
метрами Dprj = 9.0 мм и сеточными экранами
(рис. 3a) с диаметром проволоки dw = 0.5 мм и апер-
турой la = 3.2 мм, изготовленными из вольфрамо-
вой проволоки. Для разгона в стволе метательной
установки ударник помещался в поддон из полимер-
ного материала фенилон (рис. 3б).

Для регистрации облака фрагментов за сеточ-
ным экраном на расстоянии 165 мм размещалась
однослойная (толщиной 16.5 мм) или двухслойная

Рис. 2. Панорама проведения эксперимента с легкогазовой
пушкой (ЛГП)

Рис. 3. a) Макет сеточного экрана с пластиной-свидетелем
перед установкой в вакуумной (испытательной) камере.

б) Ударник в поддоне

(толщиной 33 мм) пластина-свидетель из алюми-
ниевого сплава АМг6 размером 300 мм × 300 мм
(рис. 3a). Испытуемый экран и пластина-свидетель
размещались в вакуумной (испытательной) камере.
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Таблица 2. Эксперименты по взаимодействию ударника с сеточным экраном

№
эксп.

Диаметр, мм/
материал
ударника

la × dw, мм× мм/
материал экрана/

его удельная
плотность, кг/м2

Материал
свидетеля/дистанция

от свидетеля
до преграды, мм

Скорость
ударника,

км/с

2.1
9.0/

сплав В-95
3.2× 0.5/

вольфрам/2.04
АМг6/165 4.53

2.2
9.0/

сплав В-95
3.2× 0.5/

вольфрам/2.04
АМг6/165 7.15

2.3
9.0/

сплав В-95
3.2× 0.5/

вольфрам/2.04
АМг6/165 6.79

Сеточный экран (рис. 3a) был выполнен в виде
пересекающихся под углом 90◦ и расположенных с
периодом 3.7 мм вольфрамовых проволок (99.95%
W, остальные 0.05% — примеси Mo, K, Ca, Al, Fe)
диаметром 0.5 мм, закрепленных на стальной рамке
путем местного расплавления материала на рамке
под проволокой.

Данные для выполненных экспериментов
(№№1–3) представлены в табл. 2.

3. МЕТОД ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ И
МОДЕЛИ МАТЕРИАЛОВ

Численное моделирование в трехмерной геомет-
рии было выполнено на основе полной системы
уравнений механики деформируемого твердого те-
ла методом SPH с помощью лицензионного пакета
LS-DYNA [12] версии 971. Он дает возможность ре-
шения трехмерных динамических нелинейных задач
механики деформируемого твердого тела.

Вычисления были выполнены с ударниками сфе-
рической формы диаметрами Dprj = 9.0 мм и се-
точными экранами, имеющими диаметр проволоки
dw = 0.5 мм и апертуру ячейки сетки la = 3.2 мм. В
расчетах линия движения ударника была перпенди-
кулярна плоскости экрана.

Число SPH-частиц в ударнике и общее число
(ударник + экран) SPH-частиц, которые исполь-
зовались в расчетах, были соответственно 84823 и
103093 или 393719 и 465749.

В качестве определяющих уравнений брали
уравнение состояния Ми–Грюнайзена [17] и мо-
дель Джонсона –Кука [18] для предела текучести
материала. В качестве модели разрушения исполь-
зовалась деформационная модель Джонсона –Кука

[12]. Основные данные для вольфрама и сплава
алюминия, использованные нами в расчетах, пока-
заны в табл. 3. Данные для алюминиевого сплава
в табл. 3 — это данные для сплава Al7075-Т651,
близкого по своим параметрам российскому сплаву
B95.

Модель Джонсона –Кука [18] имеет достаточно
простой вид и в то же время учитывает основные
эффекты, наблюдаемые в экспериментах при высо-
коскоростном деформировании металлов: упрочне-
ние за счет накопления пластических деформаций
и увеличения скорости деформирования, а также
разупрочнение за счет нагрева материала. Предел
текучести в модели Джонсона –Кука имеет вид

Y =
(
A+Bε̄np

)
(1 + C ln ε̇∗) (1− T ∗m) , (1)

где ε̄p — эффективная пластическая деформация,
ε̇∗ = ˙̄εp/ε̇0 — скорость эффективной пластической
деформации, ε̇0 = 1 с−1; T ∗ = (T − T0)/( Tm − T0),
где T0 — начальная температура и Tm — темпера-
тура плавления. Параметры A, B, C, n, m и Tm
являются параметрами материала (табл. 3). Дефор-
мация при разрушении в модели Джонсона –Кука
имеет вид

εf = [D1 +D2 exp(D3σ
∗)] (1 +D4 ln ε̇

∗)×
× (1 +D5T

∗), (2)

где σ∗ — отношение давления к эффективному на-
пряжению, D1, . . . , D5 — константы в модели разру-
шения (табл. 3). Разрушение в данной SPH-частице
происходит, если параметр поврежденности D =

=
∑

Δε̄p/εf становится равным единице (суммиро-
вание ведется по всем шагам по времени до момента
разрушения).
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Таблица 3. Константы моделей пластичности и раз-
рушения Джонсона –Кука и константы уравнения

Ми–Грюнайзена

Модель

Параметры
Экран:

вольфрам
[19–21]

Ударник:
сплав

алюминия
[22, 23]

Уравнение состояния
ρ0, кг/м3 18200 2810
cb, м/с 4030 5240
k 1.237 1.40
γ0 1.67 1.97
a 0.38 0

T0, K 293 293
Удельная

теплоемкость, Дж/кг·K 129 960

Модель пластичности Джонсона –Кука
A, ГПа 2.2 0.527
B, ГПа 2.92 0.575

n 0.19 0.72
C 0.025 0.017
m 1.09 1.61

G, ГПа 160 27
Tm, K 3695 793

Модель разрушения
D1 0.0 0.110
D2 0.33 0.572
D3 −1.5 −3.446

D4 0.0 0.016
D5 0.0 1.099

Примечание. G — модуль сдвига, cb и k — пара-
метры на ударной адиабате S = cb + kU , где S

и U — соответственно скорость ударной волны и
массовая скорость, Ks = ρ0c

2
b — адиабатический

модуль объемного сжатия, γ = γ0 + a(ρ/ρ0 − 1) —
коэффициент Грюнайзена, a — константа.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ
ИССЛЕДОВАНИЙ И ЧИСЛЕННОГО

МОДЕЛИРОВАНИЯ

4.1. Эксперимент №2.1

Эксперимент №2.1 (см. табл. 2) заметно отлича-
ется по величине скорости ударника от остальных

Рис. 4. Рентгеновские снимки, характеризующие состоя-
ние ударника а) в вакуумном тракте (РА1), б) в вакуумной

камере перед встречей с экраном (PA2)

экспериментов, поэтому мы его рассмотрим отдель-
но. Кроме того, в этом эксперименте рентгеновская
съемка позволила получить снимки хорошего каче-
ства, которые дают возможность оценить скорости
фрагментов в различных частях облака фрагмен-
тов.

На рис. 4 приведены снимки, полученные рентге-
новскими аппаратами РА1 и РА2, регистрирующи-
ми состояние ударника и поддона до встречи с сеточ-
ным экраном. На снимке, полученном в вакуумном
тракте рентгеновским аппаратом РА1 на расстоянии
3460 мм от экрана, наблюдаются ударник и летящий
следом за ним на удалении 9 мм поддон (рис. 4а). На
снимке, полученном в вакуумной камере на рассто-
янии 1150 мм от экрана, летит только ударник, что
свидетельствует о срабатывании отсечного устрой-
ства (рис. 4б).

На рис. 5 приведены схема рентгеновской реги-
страции облака фрагментов ударника, разрушенно-
го на сетке, и рентгеновский снимок, полученный
через 13.1 мкс после взаимодействия ударника с сет-
кой. Для контроля ориентации использовался от-
вес, вывешенный непосредственно перед кассетой с
рентгеновской пленкой (рис. 5а). Проекция отвеса
на рентгеновском снимке (рис. 5б) видна как тем-
ная вертикальная линия. Проекция ближнего к кас-
сете края сетки (обозначена как точка 4 на рис. 5а)
экспонируется через зазор рамки крепления и вид-
на как светлая вертикальная полоса с точкой 4 ′ на
рис. 5б. Вертикальное положение проекции сетки
подтверждает соосное расположение рентгеновского
аппарата РА3 и отвеса. На рис. 5а также схематич-
но изображено облако фрагменов, образованное при
разрушении ударника и восстановленное по изобра-
жению на рентгеновском снимке (рис. 5б). Видимая
на рентгеновском снимке проекция облака частиц
отражает упомянутую выше особенность разруше-
ния ударника на сеточном экране — формирование
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Рис. 5. Схема рентгеновской регистрации облака фрагментов ударника в эксперименте №2.1 (а) и снимок, полученный
рентгеновским аппаратом (PA3) (б)

струй фрагментов, движущихся как в направлении
начального движения ударника, так и в поперечных
направлениях. Струи формируются в результате пе-
ремещения материала фронтальной части ударни-
ка сквозь ячейки сетки. На рис. 5б три видимых
на проекции струи отмечены римскими цифрами:
две боковые струи I и III и центральная струя II.
Проекция наиболее удаленной от мишени на мо-
мент регистрации точки облака фрагментов — го-
ловная часть струи II — обозначена на рис. 5б точ-
кой 1 ′. На схематичном изображении облака фраг-
ментов на рис. 5а ей соответствует точка 1. Проек-
ция тыльной части облака на рентгеновском сним-
ке (рис. 5б) обозначена точкой 2 ′. На схеме рис. 5а
ей соответствует точка 2. По всей видимости, эта
область сформирована фрагментами тыльной части
ударника. На рис. 5а также изображены линии этих
проекций. Кроме того, следует отметить указанную
на схеме точку 3, соответствующую границе визу-
ализируемой области, которой соответствует точка
3 ′ на рентгеновском снимке, обозначающая границу
видимой области слева и затемнение справа.

Известное расстояние от проекции сетки на рент-
геновскую пленку до отвеса и известная задержка
времени срабатывания рентгеновского аппарата от-
носительно момента взаимодействия ударника с сет-

кой, с учетом геометрии схемы рентгеновской реги-
страции, позволяют определить скорости фрагмен-
тов. Результат показан в табл. 4. Скорость лиди-
рующего фрагмента имеет величину 5726 м/с, что
в 1.26 раз превышает начальную скорость ударни-
ка. Данный эксперимент подтверждает результаты
ранее проведенных нами экспериментов по фраг-
ментации алюминиевого ударника на стальных сет-
ках (см. табл. 1), в которых скорость лидирующего
фрагмента существенно превышала исходную ско-
рость ударника.

В табл. 4 для сравнения показаны результа-
ты измерения скорости фрагментов в эксперименте
№1.1 со стальной сеткой (см. табл. 1). Коэффици-
ент ослабления katt, см. в таблице, определяется от-
ношением скорости тыльной части облака фрагмен-
тов к начальной скорости ударника, а коэффициент
усиления kamp — отношением скорости фрагментов
в головной части струи к начальной скорости удар-
ника. Из табл. 4 видно, что katt и kamp хорошо со-
гласуются для двух экспериментов.

На рис. 6 приведена фотография лицевой по-
верхности пластины-свидетеля с повреждениями.
В геометрическом центре повреждений пласти-
ны-свидетеля толщиной 16.5 мм имеется сквозное
отверстие с рваными краями. Область, примы-
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Таблица 4. Результаты экспериментального измерения скоростей фрагментов ударника в экспериментах №2.1
и 1.1

№ эксп.
Диаметр, мм/
материал
ударника

la × dw, мм× мм/
материал
сеточного
экрана

Скорость
ударника,

км/с

Скорости
фрагментов
в тыльной
части
облака,
км/с

katt

Скорости
фрагментов
в головной

части
струи,
км/с

kamp

2.1
9.0/

сплав В95
3.2× 0.5/
вольфрам

4.53 3.74 0.83 5.72 1.26

1.1
6.35/
АД-1

2.0× 0.6/
сталь

5.84 4.69 0.80 7.38 1.26

Рис. 6. а) Общий вид пластины-свидетеля (размер 300 мм×300 мм) эксперимента №2.1 с повреждениями (вид лицевой
стороны). б) Увеличенное изображение центральной области с цепочками кратеров (1–8)

кающая к отверстию в центре повреждений на
пластине-свидетеле (рис. 6), сформирована воздей-
ствием плотно летящих фрагментов центральной
части облака и имеет повреждения в виде кратеров
глубиной до 12 мм.

От геометрического центра повреждений
(рис. 6б) идут четыре явно выраженные цепочки
кратеров, имеющие длины от 60 до 75 мм. Кратеры,
формирующие цепочки, лежащие вблизи централь-
ного отверстия, имеют диаметры до 6 мм и глубины
до 7 мм, наиболее удаленные — диаметры до 0.5 мм
и глубины до 0.2 мм. Практически вся поверхность
пластины-свидетеля в области диаметром 250 мм
покрыта мелкими кратерами диаметрами от 0.5 до
2.0 мм. Из них можно выделить также несколько
менее длинных цепочек из более мелких кратеров
(например, цепочки 5, 6, 7 и 8 на рис. 6б), причем
размеры кратеров уменьшаются по мере удаления

от геометрического центра повреждений. Цепочки
кратеров имеют тенденцию располагаться вер-
тикально и горизонтально под углами, близкими
к 45◦, что отражает вертикально-горизонтальное
расположение проволок, из которых сплетена сетка.
Механизм пространственного распределения струй
фрагментов и, соответственно, цепочек кратеров
обсуждался ранее [6].

Было проведено численное моделирование экспе-
римента №2.1. Общее число SPH-частиц в модели-
ровании составляло 465749, из них 393719 частица-
ми моделировался ударник. Данные, использован-
ные для моделирования, показаны в табл. 2 и 3. Ре-
зультаты моделирования представлены на рис. 7, 8
и в табл. 5.

На рис. 7 показано облако фрагментов в различ-
ные моменты времени, полученное численным мо-
делированием при прицеливании ударника в центр
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Рис. 7. Фрагментация алюминиевого ударника на воль-
фрамовой сетке (вид сбоку): а) t = 0 мкс; б) t = 13 мкс
(цифрами отмечены точки, где определялась массовая
скорость, см. рис. 8); в) t = 36 мкс. Скорость удара
4.53 км/с. На рис. б и в отображены только частицы удар-

ника

Рис. 8. Скорости головной 1 и хвостовой 3 частей цент-
ральной струи, а также скорость тыльной 2 части облака

фрагментов в зависимости от времени

ячейки сетки. В этом случае образуется одна цен-
тральная и четыре основные боковые струи фраг-
ментов, которые хорошо видны на рис. 7б и 7в.
Кроме того, образуются четыре боковые струи бо-
лее мелких фрагментов, они отчетливо видны на
рис. 7б. Общая картина фрагментации, показанная
на рис. 7, находится в качественном согласии с экс-
периментом (рис. 6): восемь боковых струй произ-
водят четыре цепочки «крупных» и четыре цепочки
«мелких» кратеров, расходящиеся от центра повре-
ждений на пластине-свидетеле (рис. 6б). Централь-
ная струя с фрагментами центральной части обла-
ка фрагментов (рис. 7б,в) образует в эксперименте
сквозное отверстие в пластине-свидетеле (рис. 6).

Таблица 5. Результаты расчета скорости фраг-
ментов ударника в численном моделировании

(рис. 8)

Положение
фрагмента

Скорость
ударника,

км/с

Скорость
фрагмента,

км/с

Отношение
скорости
фрагмента
к скорости
ударника

В головной
части

центральной
струи 1

5.82 1.28

В хвостовой
части

центральной
струи 3

4.53 4.21 0.93

В тыльной
части
облака

фрагментов 2

3.63 0.80

Момент времени t = 13 мкс (рис. 7б) соответству-
ет регистрации фрагментов в эксперименте (рис. 5),
где определялись скорости фрагментов в различных
частях облака. Момент времени t = 36 мкс (рис. 7в)
приблизительно соответствует времени встречи об-
лака фрагментов с пластиной-свидетелем. На сним-
ке (рис. 5) видны одна центральная и две боковые
струи, так как направление съемки было соосно од-
ному из направлений проволок в сеточном экране.
Чтобы на рис. 7б,в были видны все боковые струи,
картинка была повернута примерно на 45◦ относи-
тельно оси, совпадающей с направлением движения
ударника, и отключен показ частиц сетки. В экспе-
рименте (рис. 5) центральная струя несколько сме-
щена относительно этой оси, по-видимому, из-за то-
го, что точка пересечения траектории ударника с
сеткой была смещена относительно центра ячейки
сетки.

При расчетах в соответствующих частях обла-
ка фрагментов (рис. 7б) были выбраны определен-
ные SPH-частицы, что позволило оценить скорости
движения этих частей. На рис. 8 показаны скоро-
сти головной 1 и хвостовой 3 частей центральной
струи, а также скорость тыльной 2 части облака
фрагментов в зависимости от времени. Обозначения
на рис. 8 соответствуют обозначениям на рис. 7б.
Видно, что эти скорости через 10 мкс после удара
практически не меняются со временем. Их значения
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Рис. 9. Фотографии пластины-свидетеля с повреждениями в эксперименте №2.2 (табл. 2): а — вид с лицевой стороны;
б — геометрический центр повреждений; в — расплав алюминия на свидетеле; г — некоторые металлические чешуйки
на свидетеле; д — металлические чешуйки, упавшие на кратеры; е — зоны цепочек кратеров (темно-серый цвет), зоны,

покрытые расплавом (светло-серый цвет), отдельные металлические чешуйки (черный цвет)

представлены в табл. 5, где также показано отноше-
ние скоростей к исходной скорости ударника. Вид-
но, что вычисленная скорость головной части струи
(5.82 км/с) и коэффициент усиления (kamp = 1.28)
хорошо согласуются с найденными эксперименталь-
но (табл. 4, эксп. №2.1). Скорость хвостовой части
струи существенно меньше, что приводит к растяги-
ванию струи в пространстве (ср. рис. 7б и 7в). Вы-
численные значения скорости тыльной части облака
фрагментов (3.63 км/с) и коэффициента ослабления
(katt = 0.8) также удовлетворительно согласуются
со значениями 3.74 км/с и 0.83, найденными в экс-
перименте (табл. 4, эксп. №2.1).

4.2. Эксперименты №№2.2, 2.3

В экспериментах №№2.2, 2.3 скорости взаимо-
действия ударника с сеточным экраном были соот-
ветственно 7.15 км/с и 6.79 км/с. В данных экспери-
ментах наибольший интерес представляет картина
повреждений пластины-свидетеля.

На рис. 9 приведены фотографии лицевой
поверхности пластины-свидетеля с повреждени-
ями в эксперименте №2.2. В этом эксперименте

в вакуумной камере была установлена двухслой-
ная пластина-свидетель (две плиты толщиной по
16.5 мм). Однако по результатам эксперимента
№2.2 пробивание даже первого слоя отсутствовало.
Геометрический центр повреждений (рис. 9) пред-
ставляет собой квадрат со стороной 30 мм, в углах
которого расположены четыре крупных кратера
диаметрами от 8 до 10 мм и глубинами от 11 до
13 мм. Такое расположение кратеров обусловлено,
как мы увидим из численного моделирования (см.
ниже рис. 14а,в), попаданием линии движения
ударника в ребро вблизи узла сетки, что приводит
к формированию четырех относительно крупных
фрагментов и несимметричной картине морфологии
повреждений (рис. 9).

От кратеров, расположенных в вершинах квад-
рата, идут цепочки кратеров. Справа от квадрата
цепочки расположены под углом примерно 45◦. Ле-
жащие слева от геометрического центра поврежде-
ний цепочки кратеров идут почти параллельно сто-
ронам квадрата, затем загибаются, образуя незамк-
нутую область в виде прямоугольника со сторонами
40 мм и 65 мм. Кратеры, цепочки которых образу-
ют длинные стороны прямоугольника, имеют прак-

224



ЖЭТФ, том 159, вып. 2, 2021 Исследования фрагментации сферических алюминиевых ударников. . .

Рис. 10. Фотографии пластины-свидетеля с повреждениями в эксперименте №2.2 (табл. 2): а — вид с лицевой стороны;
б — геометрический центр повреждений; в — образец расплава алюминия на поверхности свидетеля; г — образцы неко-
торых металлических чешуек на свидетеле; д — зоны цепочек кратеров (темно-серый цвет), зоны, покрытые расплавом

(светло-серый цвет), отдельные металлические чешуйки (черный цвет)

тически одинаковые размеры — диаметры 3 мм и
глубины от 2 до 3 мм. Кроме того, вдоль цепочек
кратеров наблюдаются ярко выраженные зоны эро-
зии.

Также на поверхности свидетеля наблюдается
налет расплава алюминия. Расплав на свидетеле вы-
глядит как тонкая пленка серебристого цвета с ха-
рактерным рельефом поверхности (рис. 9в). Зона,
покрытая расплавом, обрамляет зону цепочек кра-
теров. Толщина пленки расплава уменьшается с уда-
лением от цепочек.

Кроме того, на поверхности свидетеля наблюда-
ется большое количество частиц алюминия в виде
чешуек серебристого или темного цвета. Образцы
некоторых чешуек представлены на рис. 9г. Разме-
ры чешуек лежат в диапазоне от субмиллиметровых
до нескольких миллиметров. Можно предположить,
что чешуйки имеют достаточно низкую скорость
при контакте с поверхностью свидетеля, посколь-
ку не образуют на поверхности заметных следов
ударного воздействия. Кроме того, можно предпо-

ложить, что они достигают поверхности свидетеля
позже, чем фрагменты ударника. На рис. 9д изобра-
жена пара образцов чешуек, упавших на уже сфор-
мировавшиеся кратеры, образованные фрагмента-
ми ударника. При падении на кратер часть чешуек
припечатывается к дну кратера, повторяя его ре-
льеф. Распределение чешуек по поверхности свиде-
теля коррелирует с распределением основных повре-
ждений, что дает повод считать, что их происхожде-
ние также связано с процессами внедрения элемен-
тов сеточного экрана в ударник и с разрушением
ударника.

На рис. 9е представлена схема распределения по
свидетелю зон, покрытых расплавом, зон с цепоч-
ками кратеров и отдельных чешуек (черный цвет).
Площадь зон расплава 92 см2, площадь зон с повре-
ждениями в виде цепочек кратеров 26 см2, суммар-
ная площадь всех чешуек 173 мм2.

На рис. 10 приведены фотографии лицевой по-
верхности пластины-свидетеля с повреждениями в
эксперименте №2.3. В этом эксперименте также ис-

3 ЖЭТФ, вып. 2
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пользовали двухслойный свидетель (две плиты тол-
щиной по 16.5 мм) и пробивание первого слоя так-
же отсутствовало. Картина повреждений пластины-
свидетеля по своему виду весьма близка к картине,
полученной в эксперименте №2.2, и напоминает два
соприкасающихся квадрата со сторонами 35 мм. В
углах квадратов нет явно выраженных крупных
кратеров в отличие от эксперименте №2.2. Они име-
ют диаметры и глубины примерно 6 мм. Исключе-
ние составляет кратер A (рис. 10б), имеющий глу-
бину 12 мм. Кратеры, цепочки которых образуют
стороны квадратов, имеют практически одинаковые
размеры — диаметры от 2 до 4 мм и глубины от 2
до 3 мм. Вдоль цепочек кратеров наблюдаются зоны
эрозии. Из вершин квадратов тянутся короткие це-
почки кратеров длиной от 10 до 20 мм. Посередине
расположена длинная вытянутая перпендикулярно
к квадрату цепочка длиной 62 мм.

Как и в эксперименте №2.2, в рассматриваемом
эксперименте №2.3 на поверхности свидетеля наб-
людается пленка алюминиевого расплава, окаймля-
ющая цепочки кратеров. Все сказанное о расплаве в
эксперименте №2.2 относится также и эксперимен-
ту №2.3 Однако, в отличие от эксперимента №2.2,
расплав распределен менее однородно относительно
цепочек. Одна из зон свидетеля эксперимента №2.3,
покрытая расплавом, представлена на рис. 10в.

Так же как и в эксперименте №2.2, на поверхнос-
ти свидетеля наблюдается большое количество час-
тиц алюминия в виде чешуек серебристого или тем-
ного цвета. Образцы некоторых чешуек показаны на
рис. 10г.

На рис. 10д представлена схема распределения
по свидетелю зон, покрытых расплавом, зон с цепоч-
ками кратеров и отдельных чешуек. Площадь зон
расплава 91 см2, площадь зон с повреждениями в
виде цепочек кратеров 22 см2, суммарная площадь
всех чешуек 157 мм2.

Повреждения на поверхности свидетеля образо-
ваны летящими фрагментами ударника (рис. 11). В
геометрическом центре повреждений имеется боль-
шой кратер диаметром около 25 мм, образован-
ный ударом неотсеченных осколков поддона. Это
подтверждает видимый на рентгеновском снимке
(рис. 11а) летящий между цепочками частиц низко-
плотный большой осколок, образовавший крупный
кратер (рис. 11б).

Как отмечалось выше, в экспериментах №№2.2,
2.3 на поверхности свидетеля наблюдается плен-
ка алюминиевого расплава, окаймляющая цепочки
кратеров. Численное моделирование, выполненное
нами, показывает, что частичное плавление удар-

Рис. 11. Совмещенные рентгеновский снимок (а) и фото-
графия (б) повреждений на лицевой поверхности пласти-

ны-свидетеля в эксперименте №2.3

Рис. 12. (В цвете онлайн) Области давления при попада-
нии ударника в узел сетки со скоростью 7.15 км/с (расчет).
Область давления до 100 ГПа показана синим цветом, а
выше 100 ГПа — желтым цветом. а) Сечение по плоскости
симметрии — вид сбоку в момент времени 0.2 мкс после
контакта ударника с сеткой; б и в) вид снизу (со стороны

сетки) в моменты соответственно 0.2 и 0.4 мкс

ника с образованием жидкой фазы происходит уже
в области контакта ударника с сеткой (рис. 12). В
качестве критерия для оценки плавления алюмини-
евого ударника было выбрано давление за фронтом
ударной волны, которое при плавлении, как было
показано в работе [24], должно превышать 100 ГПа.
Как видно на рис. 12, в первые моменты времени по-
сле внедрении ударника в сетку образуются расхо-
дящиеся ударные волны с амплитудами, достаточ-
ными для плавления алюминия, которые «замета-
ют» площадь в четырех ячейках сетки, накрыва-
емых ударником. Однако в последующие моменты
относительная скорость ударника и сетки уменьша-
ется, а давление в области их контакта быстро па-
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Таблица 6. Оценки объемы кратеров на свидетелях в экспериментах №№2.2, 2.3

№
эксп.

Объем всех
кратеров,

мм3

Объем
замкнутых
цепочек, мм3

Объем
расходящихся
цепочек, мм3

Объем
остальных

кратеров, мм3

Объем самого
крупного

кратера, мм3

Количество
кратеров

2.2 2917 1813 951 153 524 17726

2.3 2569 1618 559 393 299 11777

дает. Поэтому, как показывают расчеты, происходит
только частичное плавление ударника в его фрон-
тальной части.

Для экспериментов №№2.2, 2.3 была проведена
оценка объемов кратеров. Объем кратера являет-
ся мерой кинетической энергии образовавшего его
фрагмента [25]. Объем кратеров оценивался как по-
ловина объема эллипсоида с малой и большой по-
луосями эллипса, вписанного в контур кратера, ви-
димый на отсканированном изображении поверхно-
сти пластины-свидетеля. При этом не учитывался
объем кратера, образованного ударом остатка под-
дона и обозначенного на рис. 11. Разрешение цифро-
вого изображения позволило получить данные для
кратеров с видимыми размерами от 0.03 мм и вы-
ше. Как отмечалось выше, фрагментация ударника
на сеточной преграде сопровождается формирова-
нием струй из фронтальной части. Струи образуют
на свидетеле расходящиеся цепочки кратеров. За-
мкнутые цепочки кратеров образуются из тыльной
части ударника. В табл. 6 представлены результаты
оценки объемов кратеров.

Кумулятивное распределение кратеров по объе-
мам определяется как

N(v) =

∞∫
v

n(v) dv, (3)

где n(v) — функция распределения объемов крате-
ров. Кумулятивное распределение объемов всех кра-
теров в экспериментах №№2.2, 2.3 изображено на
рис. 13. Как видно на рисунке, распределения хо-
рошо согласуются за исключением области малых
объемов (менее 8.8 · 10−4 мм3).

Было проведено численное моделирование экс-
периментов №№2.2, 2.3. Общее число SPH-частиц
в моделировании составляло 103093 (в ударнике бы-
ло 84823 SPH-частиц). Данные, использованные для
моделирования, показаны в табл. 3.

Чтобы выяснить происхождение картин повреж-
дений на свидетелях, показанных на рис. 9 и 10,

Рис. 13. Кумулятивное распределение объемов кратеров
на свидетелях в экспериментах №2.2 (сплошная линия) и
№2.3 (штриховая линия). По оси абсцисс отложен лога-
рифм объема кратера, нормированного на vtot — суммар-
ный объем всех кратеров на свидетеле для данного экспе-

римента

моделирование было проведено для различных то-
чек пересечения линии движения ударника с сеткой
при скоростях столкновения соответственно 7.15 и
6.79 км/с. В экспериментах пластина-свидетель рас-
полагалась на расстоянии 165 мм от сеточного экра-
на. Отсюда легко оценить время, за которое обла-
ко фрагментов достигает поверхности свидетеля по-
сле столкновения ударника с сеткой. Оно составляет
приблизительно 26 и 27 мкс для экспериментов со-
ответственно №2.2 и №2.3.

Результаты моделирования представлены на
рис. 14 в виде двух картин фрагментации ударника,
которые, на наш взгляд, наиболее близки к карти-
нам повреждений свидетелей, показанных на рис. 9
и 10. В первом случае точка пересечения линии
движения ударника с сеткой находится на ребре,
на расстоянии (1/4)(la + dw) от узла, во втором —
на середине ребра ячейки сетки, на расстоянии
(1/2)(la + dw) от любого из узлов, примыкающего к
этому ребру (узел — место пересечения проволок).

На рис. 14а,в в облаке фрагментов можно раз-
личить «квадрат», сторона которого равна 28 мм,
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Рис. 14. Картины фрагментации ударника в зависимости
от точки пересечения линии движения ударника с сет-
кой: точка пересечения находится на ребре, на расстоянии
(1/4)(la + dw) от узла сетки (а,в), и на середине ребра
ячейки сетки (б,г). Показаны два варианта взаимного по-
ложения ударника и сетки перед их столкновением (а,б) и
картины фрагментации через 26 и 27 мкс после столкно-

вения со скоростями соответственно 7.15 и 6.79 км/с

что приблизительно совпадает со стороной квадра-
та, видимого на фоне повреждений пластины-свиде-
теля в эксперименте №2.2 (рис. 9). От правой сто-
роны «квадрата» на рис. 14а,в отходят под разны-
ми углами две пары цепочек фрагментов, различа-
ющиеся по массе. Две пары цепочек кратеров пра-
вее квадрата повреждений можно также различить
на рис. 9. Левее «квадрата» на рис. 14а,в различи-
мы три пары цепочек фрагментов, в то время как
на рис. 9 отчетливо видны только две пары цепочек
кратеров.

На рис. 14б,г в облаке фрагментов можно раз-
личить два соприкасающихся «квадрата» со сторо-
нами 32 мм, что приблизительно совпадает со сто-
роной квадратов, видимых на фоне повреждений
пластины-свидетеля в эксперименте №2.3 (рис. 10).
Из вершин квадратов тянутся цепочки фрагментов;
всего на рис. 14б,г шесть таких цепочек. Четыре це-
почки слева и справа от соприкасающихся квадра-
тов имеют длину около 60 мм, что значительно пре-
вышает длину цепочек кратеров (от 10 до 20 мм)
на рис. 10. Две цепочки фрагментов, расположен-
ные по центру симметрии рис. 14б,г, имеют длину,
превышающую 60 мм. На рис. 10 мы видим только
одну цепочку кратеров, направленную вверх снимка
и имеющую длину 62 мм. Такое различие между мо-

делированием и экспериментом может быть связано
с тем, что в эксперименте точка пересечения линии
движения ударника с сеткой находилась выше сере-
дины ребра ячейки сетки.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Приведены результаты экспериментальных ис-
следований и численного моделирования фрагмен-
тации ударников диаметром 9.0 мм из алюминие-
вого сплава В95 на вольфрамовых сетках с апер-
турой 3.2 мм и диаметром проволоки 0.5 мм в
условиях вакуумирования испытательной камеры
при скоростях соударения до 7 км/с (эксперименты
№№2.1–2.3 в табл. 2), моделирующих воздействие
частиц космического «мусора» на сеточную экран-
ную защиту космического аппарата. Разгон удар-
ников проводился с использованием двухступенча-
той легкогазовой пушки. Для регистрации состоя-
ния ударника перед соударением с сеточным экра-
ном и процесса его фрагментации использовалась
рентгеновская съемка. Параметры облака фрагмен-
тов ударника регистрировались также с помощью
толстой пластины-свидетеля из сплава АМг6, раз-
мещаемой за сеточным экраном.

Численное моделирование в трехмерной геомет-
рии было выполнено на основе полной системы
уравнений механики деформируемого твердого те-
ла методом гладких частиц с помощью пакета
LS-DYNA [12] версии 971. В качестве определяющих
уравнений брали уравнение состояния Ми–Грюнай-
зена и модель пластичности Джонсона –Кука [18]. В
качестве модели разрушения использовалась дефор-
мационная модель Джонсона –Кука. Во всех расче-
тах линия движения ударника была перпендикуляр-
на плоскости экрана.

По результатам рентгеновской съемки, анализа
повреждений поверхности свидетелей и численного
моделирования выявлены морфологические особен-
ности образующихся облаков фрагментов и распре-
деление скоростей фрагментов в облаке при проби-
тии сеточных экранов, изготовленных из вольфра-
мовой проволоки.

В эксперименте №2.1 с помощью рентгеновской
съемки найдены скорости различных частей обла-
ка фрагментов. Показано, что скорость лидирующе-
го фрагмента центральной струи в 1.26 раз превы-
шает начальную скорость ударника, в то время как
тыльная часть облака фрагментов движется со ско-
ростью, составляющей всего 0.83 начальной скорос-
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ти ударника. Эти результаты хорошо согласуются с
аналогичным экспериментом со стальной сеткой из
работы [7] (см. табл. 4). Численное моделирование
также дало хорошее согласие с экспериментом (см.
табл. 5). Таким образом, эксперимент №2.1, наря-
ду с работами [7, 8], дает еще одно прямое экспери-
ментальное доказательство кумулятивного эффекта
при фрагментации ударника на сетке, который был
предсказан нами в работе [6].

Изучение следов воздействия облака фрагментов
на пластину-свидетель показало, что вещество удар-
ника в облаке фрагментов находится как в твердом
фазовом состоянии в виде фрагментов, образующих
на свидетеле характерные кратеры ударного типа,
так и в виде расплава, который при выпадении на
поверхность свидетеля покрывает его пленкой се-
ребристого цвета с характерным рельефом. Также
вероятно, что часть материала ударника образует
мелкие частицы в виде чешуек, имеющие низкую
скорость, которые не образуют на свидетеле види-
мых следов ударного воздействия.

Отличительной особенностью экспериментов
№№2.2, 2.3 является необычный вид картины
повреждений на поверхности пластины-свидетеля,
которую кратко можно охарактеризовать как
квадрат или прямоугольник с отходящими от него
цепочками кратеров. Такая картина поврежде-
ний не свойственна экспериментам со скоростями
3–4 км/с [6] и отличается от экспериментов со
стальными сетками со скоростями удара до 7 км/с
[26]. Было проведено численное моделирование
экспериментов №№2.2, 2.3. Чтобы выяснить про-
исхождение картин повреждений на свидетелях,
показанных на рис. 9 и 10, моделирование было
проведено для различных точек пересечения линии
движения ударника с сеткой при скоростях столкно-
вения 7.15 и 6.79 км/с, соответствующих скоростям
ударника в этих экспериментах. Результаты моде-
лирования представлены на рис. 14 в виде двух
картин фрагментации ударника, которые, на наш
взгляд, наиболее близки к картинам повреждений
свидетелей, показанных на рис. 9 и 10.
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Построена теория оптической накачки щелочных атомов при учете зеемановской и сверхтонкой струк-
тур, а также их движения в модели мгновенного перемешивания между зеемановскими и сверхтонкими
подуровнями в возбужденном состоянии. Исследован эффект возникновения у атомов 87Rb и 133Cs
углового момента, противонаправленного по отношению к моменту фотонов, которыми эти атомы на-
качиваются. Установлено, что данный эффект наиболее ярко выражен в D2-линии. Проанализировано
влияние давления буферного газа и интенсивности оптической накачки на особенности этого эффекта.
Обсуждается влияние эффекта встречной поляризации на параметры высокочувствительных квантовых
магнитометров.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время одной из приоритетных за-
дач когнитивной науки является задача исследо-
вания, интерпретации и моделирования принципов
работы головного мозга [1]. Наиболее эффектив-
ными и информативными из неинвазивных мето-
дов таких исследований являются методы магнитно-
резонансной томографии (МРТ) и энцефалографии,
причем магнитоэнцефалография (МЭГ) [2–5] обна-
руживает значительные преимущества перед элект-
роэнцефалографией, поскольку в принципе позво-
ляет построить картину трехмерного распределе-
ния токов в коре головного мозга человека. Клю-
чевую роль в системах МЭГ играют сверхчувстви-
тельные датчики магнитного поля. В настоящее вре-
мя системы МЭГ строятся на основе СКВИД-маг-
нитометров, обладающих необходимой чувствитель-
ностью; однако функционирование таких датчиков
невозможно без систем охлаждения и термостатиро-

* E-mail: kostmann@yandex.ru

вания, что накладывает серьезные ограничения на
возможность их приближения к исследуемому объ-
екту и, как следствие, на их пространственное раз-
решение. Кроме того, их обслуживание крайне доро-
го, а соответствующие системы имеют большие раз-
меры, что существенным образом усложняет созда-
ние мобильных передвижных диагностических си-
стем. Поэтому разработка квантового сенсора, спо-
собного стать альтернативой датчикам СКВИД в
системах МЭГ позволила бы решить ключевую про-
блему, ограничивающую развитие перспективного
направления нейровизуализации. В действительно-
сти спектр применения таких датчиков гораздо ши-
ре, в частности они могут найти широкое примене-
ние в задачах МРТ сверхслабого поля (МРТ ССП),
предполагающих ориентацию протонов в исследу-
емом объекте с помощью импульсов относительно
сильного поля и последующую регистрацию их пре-
цессии в слабом поле, в котором неэффективны тра-
диционные индукционные датчики — см., например,
[6]. Квантовые сенсоры также не имеют себе рав-
ных в задачах дистанционного отслеживания дви-
жущихся магнитных микро- и наночастиц [7], а так-
же в задачах гироскопии и навигации [8–10].
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Принцип работы оптических квантовых магни-
тометрических сенсоров (квантовых магнитомет-
ров) основывается на явлениях магнитного резонан-
са, оптической накачки и оптического детектиро-
вания магнитного резонанса [11, 12]. Использование
лазерной оптической накачки [13] позволяет при об-
лучении атомов резонансным светом с круговой по-
ляризацией получить чрезвычайно высокую степень
ориентации суммарного магнитного момента. Сущ-
ность этого метода состоит в селективном оптиче-
ском возбуждении магнитных уровней структуры
основного или метастабильного состояния атомов,
приводящем к нарушению больцмановского распре-
деления в этой структуре. Метод оптического де-
тектирования сигнала магнитного резонанса позво-
ляет добиться предельно высокой чувствительности
в измерениях магнитного поля. Существенным пре-
имуществом этих методов является возможность со-
здать на их основе датчик, занимающий объем в
несколько кубических сантиметров [14–18]. В на-
стоящее время наибольший прогресс в разработке
квантового оптического сенсора для задач МЭГ и
МРТ ССП достигнут с использованием режима по-
давления спин-обменного уширения магнитного ре-
зонанса в нулевых магнитных полях — SERF (Spin
Exchange Relaxation Free) [19]. Однако датчикам
SERF также присущи ограничения, наиболее серьез-
ное из которых — ограниченный диапазон измеряе-
мого поля и его изменений, особенно существенный
для систем МРТ ССП.

Одним из главных параметров, определяющих
чувствительность квантового магнитометра, явля-
ется степень поляризации атомов, достижимая при
использовании оптической накачки. Повышению
эффективности накачки при использовании лазер-
ных источников резонансного излучения посвящен
ряд работ; в частности, в [20–22] наблюдался неожи-
данно сильный сигнал магнитного резонанса, детек-
тируемый на уровне с полным моментом F = 4, при
оптической накачке атомов 133Cs со сверхтонкого
уровня с полным моментом F = 3. Объяснение этого
эффекта было сделано в рамках модели, предпола-
гающей наличие большого столкновительного уши-
рения, вызванного высокой концентрацией атомов
буферного газа (азота). В этом случае циркуляр-
но поляризованное оптическое излучение с круго-
вой поляризацией взаимодействует с обоими сверх-
тонкими уровнями возбужденного P1/2-состояния,
что приводит к увеличению амплитуды магнитно-
го резонанса. Этот вопрос для D2-линии в атомах
цезия изучался в [23]. Авторы этой работы при вне-
резонансной оптической накачке экспериментально

наблюдали высокую степень спиновой ориентации,
которая, по их мнению, была значительно усилена
за счет спин-обменных столкновений. В работе [24]
было экспериментально и теоретически исследовано
сужение магнитного резонанса, вызванное накачкой
атомов Cs на крайний подуровень нижнего уровня
F = 3 сверхтонкой структуры. Авторы пришли к
выводу, что перенос поляризации с уровня F = 4 на
уровень F = 3 происходит за счет спин-обменных
столкновений.

В работе [25] был проведен эксперимент в усло-
виях концентрации атомов буферного газа, доста-
точно низкой для того, чтобы предложенный в
[20–22] механизм зеемановской накачки уровня F =

= 4 за счет столкновительного уширения оптичес-
кой линии поглощения заведомо не давал вклада
в сигнал магнитного резонанса, и дано альтерна-
тивное объяснение результатов работ [20–22]. Авто-
ры этой работы связали высокий сигнал магнитно-
го резонанса при оптической накачке атомов 133Cs с
нижнего сверхтонкого уровня основного состояния
с неполным выравниванием (перемешиванием) на-
селенностей зеемановских подуровней в возбужден-
ном состоянии щелочного атома при столкновениях
с молекулами буферного газа (азота). В работе [25]
было экспериментально подтверждено высказанное
в [13, 26] предположение о том, что в акте столк-
новения молекулы буферного газа с щелочным ато-
мом в возбужденном состоянии разрушению подвер-
гается только состояние электронной оболочки ато-
мов, а проекция момента ядра при этом сохраняется.
Это приводит к частичному переносу поляризации
из возбужденного состояния в основное за счет того,
что ядерный и электронный спины связаны сверх-
тонким взаимодействием, и, как следствие, к тому,
что возврат населенности из возбужденного состоя-
ния происходит неравномерно.

Несомненно, и состав буферного газа может вли-
ять на процессы перемешивания между населен-
ностями в возбужденном состоянии. Это опреде-
ляет характер заселения зеемановских подуровней
при переходе атома в основное состояние. Как было
отмечено выше, при использовании молекулярного
азота в качестве буферного газа может иметь ме-
сто сохранение ядерной компоненты спина [27, 28].
При достаточно высоких давлениях столкновения
возбужденных щелочных атомов с молекулами бу-
ферного газа приводят к полному перераспределе-
нию как электронных, так и ядерных моментов. Это
приводит к случайному распределению населенно-
стей всех подуровней возбужденного состояния. В
этом случае спонтанные переходы из возбужденно-
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го состояния будут происходить с равной вероятно-
стью на любой из подуровней основного состояния
[29]. Эта простая модель широко применяется для
больших давлений буферного газа. Очевидно, в ре-
альном датчике, использующем механизм накачки,
предложенный в [20–22] (см., например, [4]), в той
или иной степени имеют место все перечисленные
выше механизмы накачки — как за счет уширения
оптических линий буферным газом, так и за счет
неполного разрушения ядерного спина в возбужден-
ном состоянии.

Таким образом, задача корректного описания оп-
тической накачки щелочных атомов в ячейке с бу-
ферным газом достаточно высокой концентрации
(сотни Торр) представляет существенный как при-
кладной, так и фундаментальный интерес. В [30]
теоретически изучен световой сдвиг при оптической
накачке щелочных атомов с учетом релаксационных
процессов в предположении полного перемешивания
между зеемановскими подуровнями возбужденного
состояния. При этом в работе столкновения щелоч-
ных атомов с атомами буферного газа учитывают-
ся путем введения феноменологических констант,
а движением атомов пренебрегается. Рассмотрение
такой простой модели не позволяет описать целый
ряд эффектов, имеющих место в реальных много-
уровневых атомах [31–33].

В настоящей работе мы развиваем теорию опти-
ческой накачки щелочных атомов с учетом их дви-
жения, приводящего к доплеровскому и ударному
уширению линии поглощения, а также с учетом всей
зеемановской и сверхтонкой структуры как основ-
ного, так и возбужденного состояний. Корректное
описание процессов оптической накачки возможно
только при одновременном учете этих двух фак-
торов ввиду того, что уширение линий переходов
может быть сравнимо со сверхтонким расщеплени-
ем. Это ведет к взаимному перекрытию уровней и
возбуждению одночастотным лазерным полем сра-
зу большой группы переходов. В эту группу мо-
гут входить переходы из различных сверхтонких
подуровней основного состояния, что ведет к воз-
никновению Λ-подобных схем возбуждения и низко-
частотных атомных когерентностей, модифицирую-
щих процесс поглощения. Учет столкновений ще-
лочных атомов с атомами буферного газа проводит-
ся в модели полного перемешивания между зеема-
новскими и сверхтонкими подуровнями в возбуж-
денном состоянии. Исследованы условия, при ко-
торых возникает поляризация атомов, направлен-
ная в противоположную сторону к спину накачива-
ющих фотонов, — эффект, описанный Хаппером в

[13]; этот эффект анализируется для широкого диа-
пазона параметров для D1- и D2-линий щелочных
атомов 87Rb и 133Cs. Определена область интенсив-
ностей и давлений буферного газа, при которых на-
блюдается наиболее яркое проявление этого эффек-
та.

2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Рассмотрим атом щелочного металла в поле
плоской монохроматической волны, распространяю-
щейся вдоль оси z. Вектор напряженности электри-
ческого поля волны записывается как

E(z, t) = epE0e
−i(ωt−kz) + c.c., (1)

где E0 — комплексная амплитуда, ep — орт поляри-
зации, ω, k — частота и волновое число. Квантовое
кинетическое уравнение для матрицы плотности в
представлении Вигнера имеет вид [34](

∂

∂t
+

p

ma
∇
)
ρ̂(p, r, t) = − i

�

[
Ĥ, ρ̂(p, r, t)

]
+

+
ˆ̂
Rρ̂(p, r, t) +

ˆ̂
Sρ̂(p, r, t). (2)

Здесь ρ̂(p, r, t) — атомная матрица плотности, ˆ̂
R —

супероператор, описывающий спонтанный распад
возбужденного состояния ввиду взаимодействия с
вакуумным полем, Ĥ = Ĥ0 + V̂ — гамильтониан,
являющийся суммой атомного гамильтониана

Ĥ0 =
∑
n

εn|n〉〈n|, (3)

где εn — энергии атомных уровней, и оператора вза-
имодействия в дипольном приближении и прибли-
жении вращающейся волны:

V̂ = −d̂E = −E0

∑
e,g

(deg · ep)×

× e−i(ωt−kz)|e〉〈g| +H.c. (4)

Здесь индекс «e» пробегает все уровни возбуж-
денного состояния (P1/2 для D1-линии и P3/2 для
D2-линии), а «g» — все уровни основного состояния;
deg — матричные элементы оператора дипольного
момента.

Движение атомов учитывается посредством чле-
на с оператором «набла» в левой части (2), описыва-
ющего баллистический пролет атомов с импульсом
p, и интегрального столкновительного суперопера-
тора ˆ̂

S в правой части, описывающего изменение им-
пульса и внутренние переходы при столкновениях
атомов.
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В приближении плоского фронта волны зада-
чу можно свести к одномерной, поскольку ввиду
эффекта Доплера матрица плотности будет зави-
сеть только от продольной компоненты скорости:
ρ̂(p, r, t) = ρ̂(v, z, t), где v = pz/ma — компонента
скорости вдоль оси z. Трехмерная диффузия им-
пульса атома в результате спонтанных переходов из
оптически возбужденного состояния не учитывает-
ся в силу того, что при комнатной температуре им-
пульс фотона много меньше импульса атома. Вы-
делим в недиагональных элементах матрицы плот-
ности быстро осциллирующий множитель на часто-
те внешнего поля: ρge(v, z, t) = ρ̃ge(v, z, t)e

i(ωt−kz).
Рассматривая оптически тонкую среду и пренебре-
гая стеночными эффектами, положим производную
по координате в левой части уравнения (2) равной
нулю. Тогда система квантовых кинетических урав-
нений (2) в момент времени t (для краткости этот
аргумент опущен) примет вид

˙̃ρge(v) = −i
∑
g′
E∗

0Dg′eρgg′ (v) + iE∗
0Dgeρee(v)+

+ (i(kv − δeg)− γ/2− νopt)ρ̃ge(v), (5)

ρ̇gg′ (v) = i
∑
e

{E∗
0Dgeρ̃eg′ (v)− E0Deg′ ρ̃ge(v)}+

+ iωg′gρgg′(v) − νρgg′(v)+

+ νcohM(v)

∞∫
−∞

ρgg′(v
′) dv′, (6)

ρ̇gg(v) = i
∑
e

{E∗
0Dgeρ̃eg(v)− E0Deg ρ̃ge(v)}+

+
γ

Ng

∑
e

ρee(v)− νρgg(v) +M(v)

⎧⎨⎩(ν − νSE) ×

×
∞∫

−∞
ρgg(v

′) dv′ +
νQ
Ng

∑
e

∞∫
−∞

ρee(v
′) dv′ +

+
νSE
Ng − 1

∑
g′ �=g

∞∫
−∞

ρg′g′ (v
′) dv′

⎫⎬⎭ . (7)

Уравнение для населенностей возбужденных уров-
ней записывать нет необходимости, поскольку в
дальнейшем выразим эти населенности через усло-
вие нормировки:

∞∫
−∞

{∑
e

ρee(v) +
∑
g

ρgg(v)

}
dv = 1. (8)

Несмотря на то, что накачка осуществляется одно-
частотным полем, в атомах могут возникать низ-
кочастотные когерентности ρgg′ , например, при вы-
соких давлениях буферного газа и высоких темпе-
ратурах, когда уширение линии поглощения срав-
нимо со сверхтонким расщеплением основного со-
стояния. При этом одночастотное поле «захватыва-
ет» оба нижних сверхтонких подуровня, создавая
Λ-подобные схемы возбуждения, поэтому необходи-
мо удерживать низкочастотные когерентности в си-
стеме (5)–(7).

В системе уравнений (5)–(7) множитель γ опи-
сывает процесс спонтанного распада возбужденного
состояния, γ ∼ 3 · 107 с−1. Столкновительные чле-
ны, пропорциональные να, (α = coh, opt,Q, SE) в
правых частях (5)–(7) записаны в модели сильных
столкновений, когда массы активного и буферного
атомов сопоставимы [35]. Уходные члены пропорци-
ональны полной частоте столкновений ν = nbufσu

активного (оптически возбужденного) атома, где
nbuf — концентрация буферного газа, u — относи-
тельная скорость атома щелочного металла и моле-
кулы буферного газа, σ — газокинетическое сечение
∼ (3 . . . 5) · 10−15 см2. Ядро интегралов в приход-
ных членах имеет вид ναM(v), поскольку в моде-
ли сильных столкновений скорость атома v после
столкновения не зависит от его скорости v′ до столк-
новения. Здесь M(v) = (

√
πvT )

−1 exp(−v2/v2T ) —
распределение Максвелла по проекции скорости,
vT =

√
2kBT/ma — наиболее вероятная скорость,

νcoh — частота столкновений, при которых сохраня-
ется низкочастотная когерентность в основном со-
стоянии, νopt = nbufσGu — частота столкновений,
при которых разрушается оптическая когерентность
(ударное уширение σGu оптической линии азотом
имеет величину∼ 108 с−1/Торр). Последняя опреде-
ляет столкновительную ширину линии поглощения
паров щелочного металла [36]. Величина

νSE = nMeσMeuMe + nbufσBGu+

+

((π
L

)2
+

(
2.405

R

)2
)
D (9)

— частота неупругих столкновений, при которых
происходит переход между нижними уровнями. В
нее вносят вклад три процесса: разрушение спи-
на при столкновениях между активными атомами
с сечением σMe ∼ 10−14 см2, при столкновени-
ях активных атомов с буферным газом с сечени-
ем σBG ∼ (1 . . . 5) · 10−22 см2 и разрушение спина
на стенках ячейки в результате диффузии к ним.
Здесь nMe — концентрация пара щелочного метал-
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ла, uMe — относительная скорость двух сталкива-
ющихся щелочных атомов, L, R — длина и ради-
ус цилиндрической ячейки, D — коэффициент диф-
фузии активных атомов в буферном газе. Частота
νQ = nbufσQu — частота неупругих столкновений,
при которых происходит переход с верхних уров-
ней на нижние [37], σQ ∼ 10−14 . . . 10−15 см2 — сече-
ние тушения азотом. Такое тушение происходит за
счет безызлучательных переходов с участием азо-
та, у которого полоса колебательно-вращательных
переходов практически совпадает с частотой ре-
зонансных линий щелочных металлов. При этом
вероятность обратного процесса — столкновитель-
ного возбуждения — при рассматриваемых темпе-
ратурах исчезающе мала. В выражениях (5)–(7)
Ng — полное число уровней основного состояния,
δeg = ω − ωeg — отстройка излучения от конкретно-
го перехода |e〉 ↔ |g〉, Deg = (deg · ep)/� — проекция
матричного элемента оператора дипольного момен-
та на орт поляризации.

Приходный член в основное состояние из воз-
бужденного за счет спонтанного распада (∝ γ) и
столкновений (∝ νQ) в правой части уравнения
(7) записан в предположении, что в возбужденном
состоянии населенность мгновенно перемешивается
по всем подуровням и вниз распадается равномер-
ным образом (со статистическим весом 1/Ng). Та-
кой процесс в возбужденном состоянии происходит
за счет случайной переориентации моментов атомов
при столкновениях и имеет место при достаточно
высоких давлениях буферного газа (несколько Торр
и выше) [29]. Заметим, что высокая концентрация
буферного газа позволяет нам пренебрегать взаимо-
действием активных атомов друг с другом [38,39].

Сечение взаимодействия момента электронной
оболочки с моментом относительного движения
сталкивающихся атомов велико по сравнению с се-
чением спин-обмена, поэтому распад оптических ко-
герентностей при столкновениях происходит значи-
тельно чаще, чем распад низкочастотных. Тогда,
в предположении распада оптических когерентно-
стей при каждом столкновении, в уравнении (5)
приходный член будет отсутствовать. С математи-
ческой точки зрения отсутствие интеграла по ско-
рости в правой части этого уравнения значитель-
но облегчит дальнейшее решение данной интегро-
дифференциальной системы.

Далее будем искать стационарное решение, при-
равняв производные по времени в левых частях
(5)–(7) нулю: ˙̃ραβ(v) = 0. Тогда система станет инте-
гральной. Для температур газовых ячеек 30–80 ◦C
и интенсивностей не более 10 мВт/см2 скорость

распада возбужденного состояния ввиду процессов
столкновительного тушения превосходит скорость
его заселения под действием лазерного поля, поэто-
му можно положить ρee � ρgg, а распределение по
скоростям населенностей нижних уровней и низко-
частотных когерентностей максвелловским:

ρgg(v) =M(v)ρgg, ρgg′(v) =M(v)ρgg′ . (10)

Чтобы свести систему к алгебраической, проин-
тегрируем (5)–(7) по скорости и перейдем к системе
для редуцированных элементов матрицы плотности
ραβ =

∫∞
−∞ ραβ(v) dv. Для этого выразим из уравне-

ния (5) редуцированные оптические когерентности:

∞∫
−∞

ρ̃eg(v) dv =

= −i
∞∫

−∞

M(v) dv

i(δeg − kv)− Γopt
E0

∑
g′
Deg′ρg′g, (11)

где интеграл по скорости может быть взят аналити-
чески:

W (δeg) =

∞∫
−∞

M(v) dv

i(δeg − kv)− Γopt
=

= −
√
π

kvT
w

(
δeg + iΓopt

kvT

)
, (12)

w(x) = exp(−x2)(1 − erf(x)) — комплексная функ-
ция ошибок, Γopt = γ/2+ νopt — модифицированная
за счет столкновений скорость распада оптических
когерентностей. Мнимая часть выражения (12) опи-
сывает форму линии поглощения на конкретном пе-
реходе |e〉 ↔ |g〉, которая представляет собой контур
Фойгта, имеющий доплеровскую (∝ kvT ) и ударную
(∝ Γopt) ширины.

Подставим выражение (11) в уравнения (6) и
(7), проинтегрированные по скорости, воспользуем-
ся условием нормировки (8) и получим окончатель-
но систему для населенностей нижних уровней и
низкочастотных когерентностей:

0 = (iωg′g − Γ12)ρgg′ + |E0|2
∑
e

{
DgeW (δeg′ )×

×
∑
g′′

Deg′′ρg′′g′ +Deg′W
∗(δeg)

∑
g′′

Dg′′eρgg′′

}
, (13)
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0 = |E0|2
∑
e

{
DgeW (δeg)

∑
g′
Deg′ρg′g +

+DegW
∗(δeg)

∑
g′
Dg′eρgg′

}
+
γ + νQ
Ng

×

×
{
1−

∑
g′
ρg′g′

}
−νSEρgg+ νSE

Ng−1

∑
g′ �=g

ρg′g′ . (14)

Здесь Γ12 = ν−νcoh = νSE/2— скорость разрушения
низкочастотных когерентностей.

Алгебраическая система уравнений (13), (14)
позволяет найти стационарную матрицу плотно-
сти атомов щелочного металла в оптически тонкой
ячейке с буферным газом при конечной температуре
в поле произвольно поляризованного монохромати-
ческого излучения, частота Раби которого удовле-
творяет условию Ω � ν, а также во внешнем по-
стоянном магнитном поле. Скалярные произведения
матричного элемента дипольного момента и орта по-
ляризации Deg могут быть найдены путем разложе-
ния этих векторов по циклическим ортам, при этом
ось квантования целесообразно выбрать вдоль по-
стоянного магнитного поля.

3. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Рассмотрим схемы возбуждения для атомов 87Rb
и 133Cs на D1- и D2-линиях монохроматическим ла-
зерным излучением σ+-поляризации (рис. 1).

Для определенности будем отсчитывать отстрой-
ку δ поля от перехода |Fg = In+Jg〉 ↔ |Fe = In+Je〉,
где Fg — полный угловой момент основного состоя-
ния, In — момент ядра, Jg,e — моменты электронной
оболочки в основном и возбужденном состояниях.
На рис. 1 изображены основные факторы, определя-
ющие распределение населенностей атома в окрест-
ности нулевой отстройки: накачка полем E, распад
из возбужденного состояния в основное с результи-
рующей скоростью γ′ и перемешивание населенно-
стей в основном состоянии со скоростью νSE . По-
следние два фактора приводят к равномерному рас-
пределению по подуровням основного состояния, в
то время как накачка полем E приводит к возник-
новению ненулевой полной поляризации.

На основе вычисленной матрицы плотности из
системы уравнений (13), (14) определим среднее
значение проекции полного момента следующим об-
разом:

P =
∑
g

mgρgg. (15)

Величина P пропорциональна поляризации полного
момента атомов в газе, поэтому далее для краткос-
ти будем называть P поляризацией; отметим, что

эта величина не нормирована на единицу и лежит
в границах ±(In + Je). Здесь суммирование идет по
подуровням основного состояния, так как вклад воз-
бужденного мультиплета в предположении мгновен-
ного перемешивания равен нулю.

На рис. 2 приведены зависимости поляризации
среды от отстройки лазерного излучения. Для ма-
лых давлений буферного газа разрешима сверхтон-
кая структура как основного, так и возбужденно-
го состояний. Накачка проводится излучением с
σ+-поляризацией, поэтому при поглощении излу-
чения атомом его проекция полного момента воз-
растает на +1 (здесь и ниже численное значение
моментов приведено в единицах постоянной План-
ка �). После возбуждения происходит релаксация,
которая может идти двумя путями: через излуча-
тельную рекомбинацию атома со скоростью γ и че-
рез безызлучательный распад в основное состояние
при неупругих столкновениях активных атомов с
буферным газом со скоростью νQ. При рассматрива-
емом давлении и температуре вероятность безызлу-
чательного распада значительно превосходит веро-
ятность спонтанной рекомбинации, γ � νQ [29], по-
этому при анализе исследуемых явлений последним
процессом можно пренебречь. Более того, столкно-
вительное уширение превалирует над доплеровским
(Γ > kvT ), поэтому ширина линии поглощения про-
порциональна давлению буферного газа. В то вре-
мя, пока атом пребывает в возбужденном состоянии
между актами безызлучательного распада, он испы-
тывает упругие столкновения с молекулами буфер-
ного газа, которые изменяют ориентацию механиче-
ского момента активного атома и в модели полного
перемешивания приводят к случайному распределе-
нию населенностей всех подуровней возбужденно-
го состояния. Поэтому приобретенный от поглощен-
ного фотона момент +1 при оптическом возбужде-
нии может быть отдан буферному газу при безыз-
лучательной рекомбинации, а атом может получить
как положительную, так и отрицательную добавку к
проекции полного момента. В отсутствие поля дан-
ный процесс рекомбинации привел бы к равномер-
ному распределению по нижним подуровням. При
наличии постоянной оптической накачки распреде-
ление населенностей на нижних уровнях и, как след-
ствие, поляризация среды определяются накачкой.

Для малых давлений буферного газа, когда поле
резонансно переходам |Fg = 2〉 ↔ |Fe = 1, 2〉 (рис. 2,
сплошная кривая, левый сдвоенный пик), атомная
поляризация имеет положительную величину, вви-
ду наличия уровней, с которых отсутствует выкач-
ка полем — так называемых «карманов». Такая на-
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Рис. 1. Схемы возбуждения атома 87Rb (а,б) и 133Cs (в,г) на D1- и D2-линиях соответственно лазерным излучением
σ+-поляризации, δ — отстройка от перехода |Fg = In + Jg〉 ↔ |Fe = In + Je〉. γ′ = (γ + νQ)/Ng — результирующая

скорость прихода из возбужденного состояния в основное

качка, приводящая к избыточному перенаселению
не взаимодействующих со светом уровней основно-
го состояния по механизму частичной передачи им
момента через возбужденное состояние называется
накачкой типа «repopulation». При настройке на пе-
реход |Fg = 1〉 ↔ |Fe = 1〉, аналогично, имеется по-
ложительный максимум, ввиду наличия «кармана»
меньшей амплитуды в связи с тем, что максималь-
ная проекция момента у мультиплета Fg = 1 в два
раза меньше, чем у Fg = 2. Иная картина наблюда-
ется при настройке на переход |Fg = 1〉 ↔ |Fe = 2〉.

При этом «кармана» не возникает и поляризация
становится отрицательной (рис. 2, сплошная кри-
вая, правый отрицательный пик). Это происходит
в связи с тем, что матричные элементы переходов с
уровней |Fg = 1,m = −1, 0,+1〉 ↔ |Fe = 2〉 возраста-
ют в отношениях 1/2

√
3, 1/2 и 1/

√
2 соответствен-

но. Таким образом, максимальная скорость выкачки
полем имеет место с уровня m = +1, а минималь-
ная — с уровня m = −1. Такая накачка вызывает
неравномерное заселение зеемановских подуровней,
возрастающее к уровню m = −1, что в сумме дает
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Рис. 2. Поляризация газа при накачке D1-линии 87Rb монохроматическим лазерным излучением с σ+-поляризацией в
зависимости от отстройки при разных концентрациях буферного газа (давление варьируется от 3.1 до 250 Торр), интен-
сивность при этом I = 0.1 мВт/см2 (а) и разных интенсивностях при концентрации буферного газа nbuf = 1017 см−3

(б). На вставке рис. а изображена зависимость максимального значения поляризации Pmax (отмечено черными точками
на основном рисунке) от давления буферного газа. Буферный газ — азот, температура T = 30 ◦C, длина ячейки 2 см,

радиус ячейки 1 см

отрицательное значение поляризации. Для D1-ли-
нии 87Rb отрицательное значение составляет еди-
ницы процентов, однако для D2-линии 87Rb и 133Cs
можно достичь существенно больших значений от-
рицательной поляризации.

При увеличении давления буферного газа сверх-
тонкая структура перестает быть разрешена и зави-
симость поляризации от отстройки переходит в кри-
вую с одним максимумом, который образован вкла-
дом от всех сверхтонких компонент основного и воз-
бужденного состояний (рис. 2а). При этом наблюда-
ется оптимум максимального значения поляризации
(Pmax) в зависимости от давления буферного газа
(см. вставку на рис. 2а). Аналогично, при увеличе-
нии интенсивности поля начинают давать вклад все
сверхтонкие подуровни D1-линии и происходит пе-
реход в кривую с одним максимумом (рис. 2б).

Эффект возникновения отрицательной поляри-
зации сильнее проявляется при возбуждении D2-ли-
нии 87Rb, поскольку при настройке на переход
|Fg = 2〉 ↔ |Fe = 3〉 отсутствует «карман» и
при этом максимальная проекция момента дости-
гает значения −2. Ввиду отличия матричных эле-
ментов переходов для различных зеемановских под-
уровней основного состояния Fg = 2 скорость на-
качки возрастает от уровня с проекцией m = −2

к уровню с проекцией m = +2. Отрицательное
значение поляризации при этом достигает −0.24

(рис. 3а), причем положение этого экстремума по

оси отстроек не совпадает с точным резонансом пе-
рехода |Fg = 2〉 ↔ |Fe = 3〉, а смещено в высоко-
частотную область. Данная оптимальная отстрой-
ка определяется тем, что взаимодействие с уровнем
Fe = 2 уже ослаблено (поскольку при этом обра-
зуется «карман»), но с уровнем Fe = 3 еще доста-
точно сильное. Существует также оптимальная ин-
тенсивность, при которой достигается максималь-
ное значение отрицательной поляризации (рис. 3б).
Это объясняется тем, что при слишком малой ин-
тенсивности процесс перемешивания населенностей
в основном состоянии превалирует и распределе-
ние населенностей стремится к равномерному, а при
слишком большой интенсивности скорость выкачки
с уровня Fg = 2 превосходит скорость перемешива-
ния и населенность скапливается на уровне Fg =

= 1, распределяясь равномерно по зеемановским
подуровням. Тип накачки, при котором происходит
полное перемешивание в возбужденном состоянии,
и, соответственно, не происходит передачи момен-
та через возбужденное состояние в основное, назы-
вают «depopulation», или накачкой, уменьшающей
населенность. Наиболее населенными оказываются
те уровни, которые слабо взаимодействуют со све-
том. В случае D2-линии это уровни, дающие вклад
в отрицательную поляризацию при накачке светом
σ+-поляризации.

Из сказанного выше следует, что итоговое рас-
пределение населенностей определяют два противо-
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Рис. 3. Поляризация газа при накачке D2-линии 87Rb монохроматическим лазерным излучением с σ+-поляризацией в
зависимости от отстройки при разных интенсивностях: а) в диапазоне отстроек, захватывающем оба сверхтонких под-
уровня основного состояния, б) в диапазоне отстроек вблизи перехода |Fg = 2〉 ↔ |Fe = 3〉. Концентрации буферного

газа nbuf = 1017 см−3, остальные параметры те же, что на рис. 2

Рис. 4. Поляризация газа при накачке D2-линии 87Rb мо-
нохроматическим лазерным излучением с σ+-поляризаци-
ей в зависимости от отстройки при различных скоростях
перемешивания населенностей в основном состоянии (а),
концентрациях буферного газа (давление варьируется от 2

до 30 Торр) (б) и температурах (в). При этом отношение
скорости перемешивания населенностей в основном состо-
янии к интенсивности поддерживается постоянным путем
подбора нужной интенсивности. Фиксируемые параметры
указаны на рисунках. Остальные параметры те же, что на

рис. 2
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борствующих процесса — оптическая накачка и пе-
ремешивание населенностей в основном состоянии.
При одновременном увеличении скорости переме-
шивания и интенсивности распределение населенно-
стей и поляризация среды остаются неизменными,
что иллюстрирует рис. 4а.

Здесь интенсивность и скорость перемешивания
населенностей в основном состоянии изменяются, а
их отношение сохраняется. Такое изменение скоро-
сти перемешивания населенностей в основном со-
стоянии νSE в эксперименте возможно посредством
изменения других параметров, например, давления
буферного газа, его типа или температуры, а связь
νSE со скоростью распада низкочастотной когерент-
ности всегда имеет вид νSE = 2Γ12. Однако в мате-
матической модели мы позволили себе изменять νSE
независимо от других параметров, чтобы убедить-
ся, что на величину поляризации влияет исключи-
тельно отношение νSE/I. В эксперименте, зная это
отношение, можно подобрать оптимальную интен-
сивность для изменяющейся скорости перемешива-
ния населенностей в основном состоянии, например,
при изменении температуры или давления буферно-
го газа.

На рис. 4б,в показаны зависимости поляризации
от отстройки при разных давлениях буферного газа
и температурах. Для каждой кривой изменялась и
интенсивность с тем, чтобы отношение интенсивно-
сти к скорости перемешивания населенностей в ос-
новном состоянии оставалось неизменным. При уве-
личении концентрации буферного газа кривая поля-
ризации сглаживается и ее значения в экстремумах
уменьшаются (рис. 4б), поскольку ударное ушире-
ние линии поглощения увеличивается и эффектив-
ное взаимодействие с полем уменьшается (величи-
на (12) уменьшается). Аналогичный эффект име-
ет место и при увеличении температуры (рис. 4в),
поскольку при этом растет доплеровское уширение,
однако ввиду того, что при данных параметрах пре-
валирует ударное уширение, изменение менее выра-
жено. Заметим, что при точной настройке в резо-
нанс (δ = 0) переходу |Fg = 2〉 ↔ |Fe = 3〉 поляриза-
ция остается неизменной при изменении концентра-
ции буферного газа.

Для атомов 133Cs в качестве активного газа
стоит ожидать усиления описанных выше эффек-
тов, так как у его атомов больше спин ядра (7/2
против 3/2 для рубидия) и, следовательно, вы-
ше максимальная проекция полного момента. В
случае накачки D1-линии отрицательная поляриза-
ция имеет место в окрестности резонанса переходу
|Fg = 3〉 ↔ |Fe = 4〉, причем при настройке точно

в резонанс имеет место уменьшение модуля поля-
ризации. Таким образом, в окрестности данного пе-
рехода имеется два локальных экстремума отрица-
тельной поляризации при достаточной интенсивно-
сти излучения (рис. 5а, отрицательный пик на штри-
ховых и пунктирных кривых), между которыми на-
ходится провал модуля поляризации. Этот провал
объясняется тем, что при настройке точно в резо-
нанс к переходу |Fg = 3〉 ↔ |Fe = 4〉 происходит
выкачка населенности на уровень Fg = 4 и поляри-
зация уменьшается по модулю. При небольшой от-
стройке от этого перехода скорость выкачки с уров-
ня Fg = 3, на котором формируется накачка отри-
цательного момента, уменьшается и суммарная на-
селенность увеличивается. Этот эффект также на-
блюдался на D1-линии 87Rb, но был менее ярко вы-
ражен (см. рис. 2).

Накачка на D2-линии 133Cs позволяет достичь
максимальной по модулю отрицательной поляриза-
ции в окрестности перехода |Fg = 4〉 ↔ |Fe = 5〉,
которая примерно в два раза больше, чем у 87Rb
(рис. 5б,в). В остальном эти кривые полностью ана-
логичны кривым для Rb.

Следует пояснить суть эффекта возникновения
у атомов углового момента, направленного в проти-
воположную сторону по отношению к моменту фо-
тонов, которыми эти атомы накачиваются. Данный
эффект не противоречит закону сохранения момен-
та импульса, поскольку в нем участвует буферный
газ. Именно за счет полного перемешивания насе-
ленностей в возбужденном состоянии при столкно-
вениях с буферным газом атом отдает переданный
фотоном положительный момент молекуле буфер-
ного газа, и населенность скапливается на тех уров-
нях, откуда она слабее выкачивается полем — уров-
нях с отрицательной проекцией полного момента
(либо на уровнях с положительной проекцией мо-
мента при накачке фотонами с положительным мо-
ментом). Таким образом, исследуемый эффект вно-
сит свой вклад в возможное максимальное значение
атомной поляризации.

Как правило, в квантовых магнитометрах опра-
шиваются зеемановские подуровни, принадлежащие
к одному сверхтонкому уровню; так, в обсуждав-
шемся выше варианте оптической откачки атомов
со сверхтонкого уровня с полным моментом In−1/2

схема детектирования должна быть построена так,
чтобы с максимальной эффективностью регистри-
ровать сигнал магнитного резонанса на уровне с
полным моментом In + 1/2. При этом сигнал маг-
нитного резонанса на уровне In − 1/2 также бу-
дет давать вклад в полный сигнал: в спектре маг-
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Рис. 5. Поляризация газа при накачке D1-линии (а) и
D2-линии (б,в) 133Cs монохроматическим лазерным из-
лучением с σ+-поляризацией в зависимости от отстрой-
ки при разных интенсивностях: а,б) в диапазоне отстро-
ек, захватывающем оба сверхтонких подуровня основно-
го состояния, в) в диапазоне отстроек вблизи перехода
|Fg = 4〉 ↔ |Fe = 5〉. Концентрации буферного газа nbuf =

= 6 · 1016 см−3, остальные параметры те же, что на рис. 2

нитного резонанса, помимо основного контура L+,
возникает дополнительный контур L−. Амплитуды
контуров A+ и A− пропорциональны зеемановским
поляризациям соответствующих сверхтонких уров-
ней. Вследствие неравенства модулей g-факторов
сверхтонких уровней контур L− оказывается сдви-
нут относительно контура L+ на величину Δω =

= (|γ−| − |γ+|)|B|, пропорциональную модулю маг-
нитного поля (здесь γ− и γ+ — гиромагнитные от-
ношения уровней In− 1/2 и In+1/2, B — индукция
магнитного поля). В случае предельно слабых маг-
нитных полей (Δω � Γ, где Γ — ширина линии маг-
нитного резонанса) наблюдается сильное наложение
контуров, что вызывает изменение как амплитуды,
так и частоты основного контура L+.

В земных магнитных полях обычно Δω ≥ Γ,
при этом изменением амплитуды контура L+ можно
пренебречь и рассматривать только его частотный
сдвиг, связанный с наличием соседней компоненты;
нетрудно показать [11], что этот сдвиг пропорцио-
нален (A−/A+)(Γ/Δω). Поскольку в условиях опти-

ческой накачки расстояние Δω между резонансами
также зависит от величины световых сдвигов, оно
варьируется при изменении условий накачки, что
приводит к резкому снижению стабильности кван-
тового магнитометра. Приведенные расчеты степе-
ни поляризации ансамбля на уровне In − 1/2 с уче-
том эффекта встречной поляризации позволят по-
добрать условия, при которых амплитуда A− рав-
на нулю и, следовательно, влияние контура L− на
частоту основного контура L+ минимально. В даль-
нейшем вопрос о реализуемости такого режима на-
качки будет исследован с учетом неполного переме-
шивания полных моментов атомов в возбужденном
состоянии [25], а также неэквидистантности зеема-
новских подуровней внутри одного сверхтонкого со-
стояния [11], которая может приводить к дополни-
тельному расщеплению контуров L+ и L−.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе развита теория оптической
накачки щелочных атомов с учетом сверхтонкой

4 ЖЭТФ, вып. 2
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и зеемановской структур и движения атомов при
наличии буферного газа, т. е. в условиях, реали-
зующихся в высокочувствительных квантовых
магнитометрах с лазерной накачкой. Движение
атомов приводит к доплеровскому и ударному
уширению линии поглощения, которое при опреде-
ленных температурах и давлениях буферного газа
становится сравнимо со сверхтонким расщеплением
как возбужденного, так и основного состояний.
Это определяет группу переходов, возбуждаемых
лазером, и, следовательно, распределение насе-
ленностей в атомах. Рассматривается ситуация,
когда столкновительное перемешивание спиновых
состояний зеемановских и сверхтонких подуровней
в возбужденном состоянии происходит быстрее всех
других процессов, что имеет место при достаточно
высоких давлениях буферного газа. Теоретически
исследована область с отрицательной поляриза-
цией, направленной противоположно моменту,
передаваемому фотонами атому. Подробно анали-
зируется возбуждение D1- и D2-линий щелочных
атомов 87Rb и 133Cs, показано, что эффект силь-
нее проявляется в D2-линии. Проанализировано
влияние давления буферного газа и интенсивности
излучения и определена область значений этих
параметров, при которых данный эффект наиболее
ярко выражен. Отмечено влияние эффекта на сдвиг
линии магнитного резонанса в магнитометрических
датчиках.

Финансирование. Работа выполнена при фи-
нансовой поддержке Российского фонда фундамен-
тальных исследований (проект №19-29-10004).
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Предложены квантовомеханические тригонометрические операторы разности фаз двух электромагнит-
ных полей и исследованы их свойства. Эрмитовы операторы разности фаз полей определяются с помо-
щью операторов интерференции двух полей, возникающей при их смешении на светоделителе. Проведено
сравнение результатов расчетов для измеряемых средних величин и дисперсий (флуктуаций) тригономет-
рических функций операторов разности фаз, следующих из теории Пегга –Барнетта, с соответствующими
величинами для предлагаемых операторов. Расчеты и сравнение проведены для фоковских, когерентных
и сжатых квантовых состояний электромагнитных полей. Исследования выполнены для квантовых мик-
роскопических полей со средними значениями чисел фотонов n̂ ∼ 1, применяемых в настоящее время в
области квантовых технологий. Количественное согласие двух различных теорий показано для фоковских
и сжатых состояний полей, существенное количественное различие в предсказаниях теорий отмечается
в случае когерентных состояний полей.

DOI: 10.31857/S0044451021020048

1. ВВЕДЕНИЕ

С начала 60-х годов прошлого века рядом ав-
торов предложено несколько подходов к теоретиче-
скому определению эрмитовых квантовомеханиче-
ских операторов фазы электромагнитного поля, а
также тригонометрических операторов фазы поля
и разности фаз двух полей. Хронологически первой
попыткой определения эрмитовых тригонометриче-
ских операторов синуса и косинуса фазы электро-
магнитного поля является подход, предложенный
Сасскиндом и Глоговером (SG) в работе [1]. Эрми-
тов оператор косинуса фазы в рамках теории SG в
базисе фоковских состояний поля |n〉 может быть
записан в следующем виде [2, 3]:

( ˆcosφ)SG =

∞∑
n=0

|n〉〈n+ 1|+H.c.
2

,

а эрмитов оператор синуса:(
ˆsinφ

)
SG

=

∞∑
n=0

|n〉〈n+ 1| −H.c.
2i

.

* E-mail: kozlovskiyav@.lebedev.ru

Теория SG обладает серьезным недостатком:
операторы SG в общем случае не удовлетворяют ос-
новному соотношению тригонометрии для операто-
ров синуса и косинуса, т. е.

( ˆcosφ)
2
SG +

(
ˆsinφ

)2
SG

= 1̂− |0〉〈0|/2 	= 1̂.

Вследствие этого, вычисления средних наблюдае-
мых величин (средних значений и флуктуаций опе-
раторов) для физических квантовых состояний по-
ля являются некорректными в квантовой облас-
ти микроскопических электромагнитных полей при
〈n̂〉 ∼ 1.

Другое определение квантовомеханических опе-
раторов косинуса и синуса фазы предложено в ра-
ботах Лернера и Линча (LL) [4–6] с использованием
операторов квадратур электромагнитного поля

X̂c ≡ â+ + â

2
, X̂s ≡ â− â+

2i
.

Эрмитовы операторы косинуса и синуса фазы в тео-
рии LL рассматриваются в виде

( ˆcosφ)LL =
1

2

[
(n̂+1/2)

−1/2
X̂c+X̂c (n̂+1/2)

−1/2
]

и
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(
ˆsinφ

)
LL

=

=
1

2i

[
(n̂+ 1/2)

−1/2
X̂s − X̂s (n̂+ 1/2)

−1/2
]
,

где n̂ = â+â — оператор числа фотонов.
В теории LL операторы синуса и косинуса фазы,

так же как и в теории SG, не удовлетворяют основ-
ному соотношению тригонометрии, что приводит к
некорректному описанию фазовых свойств электро-
магнитного поля в квантовой области при 〈n̂〉 ∼ 1.

Из отмеченного выше следует, что ввиду наруше-
ния основного тригонометрического соотношения,
использование тригонометрических операторов фа-
зы и разностей фаз в теориях SG и LL приводит
к значительной погрешности при расчетах средних
значений и флуктуаций этих величин в квантовой
области малых значений числа фотонов поля. На-
рушение основного тригонометрического соотноше-
ния также приводит к невозможности использова-
ния стандартных тригонометрических формул для
расчетов тригонометрических операторов сумм и
разностей фаз (относительной фазы) двух полей φ1
и φ2, представляющих собой основные измеряемые
величины в оптических экспериментах с электро-
магнитными полями. Это означает, например, что
в теориях SG и LL:

ˆcosφ1 ˆcosφ2 + ˆsinφ1 ˆsinφ2 	= ˆcos (φ1 − φ2)

и

ˆsinφ1 ˆcosφ2 − ˆcosφ1 ˆsinφ2 	= ˆsin (φ1 − φ2) .

В работах [7, 8] Пеггом и Барнеттом (PB) пред-
ложен эрмитов оператор фазы электромагнитного
поля ϕ̂θ и найден полный ортонормированный ба-
зис собственных состояний оператора фазы. В рам-
ках такой теории для определения оператора фа-
зы и полного ортонормированного базиса собствен-
ных векторов оператора фазы использован конечно-
мерный базис фоковских состояний |0〉, |1〉, . . . , |S〉 ,
S � 1. Предельный переход S → ∞ проводится в
теории после вычислений средних в (S + 1)-мерном
базисе фоковских состояний.

Теория PB позволяет записать эрмитовы опера-
торы косинуса и синуса фазы поля следующим об-
разом [7–15]:

cos ϕ̂PB =
1

2

[(
S−1∑
n=0

|n〉〈n+ 1|+ |S〉〈0|
)

+H.c.

]
и

sin ϕ̂PB =
1

2i

[(
S−1∑
n=0

|n〉〈n+ 1|+ |S〉〈0|
)

−H.c.

]
.

Тригонометрические операторы, определяемые в
таком виде, обладают всеми необходимыми свой-
ствами наблюдаемых физических величин, в част-
ности, для них выполняется

cos2 ϕ̂PB + sin2 ϕ̂PB = 1̂.

В представляемой работе рассмотрены тригоно-
метрические операторы разности фаз двух полей,
выражаемые через интерференционные операторы,
содержащиеся в выражениях для чисел фотонов
выходных электромагнитных полей светоделителя
при смешении двух электромагнитных полей, по-
ступающих на входы светоделителя. Показано, что
тригонометрические операторы косинуса и синуса
разности фаз (ТОРФ), определяемые таким обра-
зом, удовлетворяют основному соотношению триго-
нометрии и могут быть использованы для исследо-
ваний квантово-статистических свойств фаз элек-
тромагнитных полей. Сравнение с теорией PB по-
казало, что предлагаемый подход к определению
ТОРФ позволяет получить результаты для средних
наблюдаемых величин и дисперсий (флуктуаций)
ТОРФ, незначительно отличающиеся от результа-
тов теории эрмитового оператора фазы PB для фо-
ковских и сжатых когерентных состояний полей и
заметно отличающиеся для когерентных состояний
полей.

2. ИНТЕРФЕРЕНЦИОННЫЕ ОПЕРАТОРЫ
СВЕТОДЕЛИТЕЛЯ И

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ОПЕРАТОРЫ
РАЗНОСТИ ФАЗ ДВУХ ПОЛЕЙ

Сигнал электромагнитного поля на выходе оп-
тического интерферометра чувствителен к сдвигу
фаз полей, поступающих на его входы. Простей-
шим примером оптического интерферометра явля-
ется пассивный светоделитель. Рассмотрим кванто-
вую теорию пассивного светоделителя. На два входа
светоделителя поступают квантовые поля, характе-
ризующиеся операторами рождения (уничтожения)
â†1 (â1) и â†2 (â2), а также операторами числа фото-
нов n̂j = â†j âj , j = 1, 2,. Операторы рождения (уни-
чтожения) для полей, выходящих из светоделителя,
при этом обозначим как b̂†1 (b̂1) и b̂

†
2 (b̂2), а операторы

чисел фотонов: N̂j = b̂†j b̂j , j = 1, 2. Операторы вход-
ного и выходного полей удовлетворяют следующим
коммутационным соотношениям:[

âi, â
†
j

]
= δi,j ,

[
b̂i, b̂

†
j

]
= δi,j , i, j = 1, 2, (1)
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и для чисел фотонов (интенсивностей) полей входя-
щих и выходящих полей светоделителя выполняется
соотношение сохранения числа фотонов

N̂1 + N̂2 = n̂1 + n̂2. (2)

Операторы чисел фотонов выходных полей при вы-
полнении условий (1) и (2) могут быть выражены
с помощью операторов входных полей с использова-
нием коэффициента пропускания светоделителя τ и
сдвигов фаз прохождения и отражения (φτ и φρ) в
следующем виде [16–18]:

N̂1 = τ n̂1 + (1− τ) n̂2 +
√
τ (1− τ) Î, (3)

N̂2 = (1− τ) n̂1 + τ n̂2 −
√
τ (1− τ) Î, (4)

где использовано обозначение

Î ≡ â†1â2e
−i(φτ−φρ) + â†2â1e

i(φτ−φρ) =

=
1

2

[
cos (φτ − φρ) ÎC + sin (φτ − φρ) ÎS

]
. (5)

Оператор Î представляет собой интерференционный
оператор светоделителя и определяет процесс ин-
терференции при смешении двух входных полей на
выходе пассивного светоделителя. Для светоделете-
ля, обладающего величиной разности сдвигов фаз
пропускания и отражения φτ − φρ=0, на его выходе
реализуется интерференционный член вида

ÎC ≡ â†1â2 + â†2â1, (6)

а в случае φτ − φρ = π/2 получаем

ÎS ≡ i
(
â†2â1 − â†1â2

)
. (7)

В частном случае симметричного светоделителя,
τ = 1/2 и φτ − φρ=0, интерференционные биения
выходного поля выражаются через операторы вход-
ных полей согласно

N̂2 − N̂1 = â†1â2 + â†2â1 = ÎC . (8)

При добавлении в схему смешения полей с помощью
симметричного светоделителя на одном из его вхо-
дов λ/4-пластины интерференционный член приоб-
ретает вид

N̂2 − N̂1 = i
(
â†2â1 − â†1â2

)
= ÎS . (9)

Формулы (8) и (9) получаются путем сложения со-
отношений (1) и (2) при τ = 1/2.

Из равенств (8) и (9) следует, что средние от опе-
раторов ÎC и ÎS являются экспериментально изме-
римыми величинами и равны среднему от разности
чисел фотонов на выходах светоделителя.

Среднее квантовомеханическое значение интер-
ференционного оператора для полей в когерентных
состояниях

∣∣α1 =
√
n1e

iϕ1
〉
и
∣∣α2 =

√
n2e

iϕ2
〉
есть〈

Î
〉
α1,α2

≡ 〈α1, α2|Î|α1, α2〉 =
=

√
n1n2 cos (ϕ1 − ϕ2 + φτ − φρ) , (10)

и в зависимости от φτ − φρ величина (10) принима-
ет значение пропорциональное косинусу (при φτ −
− φρ = 0) или синусу (при φτ − φρ = π/2) разности
фазовых углов когерентных состояний двух полей,
подаваемых на входы светоделителя. Можно най-
ти, также, среднее квантовомеханическое значение
интерференционного оператора для полей в фоков-
ских состояниях полей |n1〉 и |n2〉. В этом случае
находим 〈

Î
〉
n1,n2

≡ 〈n1, n2|Î|n1, n2〉 = 0,

что означает отсутствие интерференции на выходе
светоделителя в случае фоковских состояний обоих
полей, поступающих на входы светоделителя.

Запишем эрмитовы операторы косинуса и синуса
разности фаз полей â1 и â2, используя интерферен-
ционные операторы ÎC и ÎS , в следующем симмет-
ризованном виде:

ĈI ≡ ˆcos(φ1 − φ2) =
1

2

[
K̂I ÎC + ÎCK̂I

]
, (11a)

ŜI ≡ ˆsin(φ1 − φ2) =
1

2

[
K̂I ÎS + ÎSK̂I

]
, (11b)

где

K̂I ≡ 1√
Î2C + Î2S

=
1√

2 (n̂1 + n̂2 + 2 n̂1n̂2)
, (12)

поскольку

Î2C + Î2S = 2 (n̂1 + n̂2 + 2 n̂1n̂2) .

Можно показать, что операторы ĈI и ŜI , опреде-
ляемые согласно (11a), (11b), (12), не коммутируют
между собой: [

ĈI , ŜI

]
	= 0.

Операторы квадрата косинуса и синуса разности
фаз полей, выражаемые через операторы интерфе-
ренции, запишем также в симметризованном виде
согласно

Ĉ2
I ≡ ˆcos2(φ1 − φ2) =

1

2

[
K̂2
I Î

2
C + Î2C K̂2

I

]
, (13a)

Ŝ2
I ≡ ˆsin

2
(φ1 − φ2) =

1

2

[
K̂2
I Î

2
S + Î2S K̂

2
I

]
. (13b)
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Нетрудно убедиться, что определенные таким
образом операторы квадратов тригонометрических
функций точно удовлетворяют основному тригоно-
метрическому соотношению, т. е.

Ĉ2
I + Ŝ2

I = 1̂.

Выполнение этого соотношение обеспечивается вы-
бором вида нормировочного оператора K̂I согласно
формуле (12).

Отметим, что операторы, определяемые форму-
лами (11a) и (11b), возведенными в квадрат, не удо-
влетворяют основному тригонометрическому соот-
ношению в квантовом режиме слабых полей.

3. СРЕДНИЕ ЗНАЧЕНИЯ И ДИСПЕРСИИ
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ
РАЗНОСТИ ФАЗ ДВУХ ПОЛЕЙ В
ФОКОВСКИХ И КОГЕРЕНТНЫХ

СОСТОЯНИЯХ

В классической теории светоделителя интерфе-
ренционные члены, определяющие интенсивности
полей, выходящих из светоделителя, пропорцио-
нальны тригонометрическим функциям разности
фаз полей, поступающих на входы светоделителя.
Как следует из формулы (10) квантовой теории,
в частном случае входных полей в когерентных
квантовых состояниях квантовомеханические сред-
ние значения интерференционных операторов так-
же пропорциональны тригонометрическим функци-
ям разности фазовых углов комплексных парамет-
ров когерентных полей. Учитывая сказанное вы-
ше, на основе принципа соответствия в предыдущем
разделе нами определены эрмитовы операторы ко-
синуса и синуса фаз, выражаемые с помощью ин-
терференционных операторов, а также операторы
квадратов косинуса и синуса разности фаз. В на-
стоящем разделе нами найдены выражения для на-
блюдаемых средних таких ТОРФ, а также средних
квадратов и дисперсий (флуктуаций) ТОРФ для
полей в произвольных квантовых состояниях. Рас-
смотрены значения этих величин для фоковских и
когерентных состояний полей в квантовом режиме.

Операторы косинуса и синуса (11a) и (11b) в ба-
зисе фоковских квантовых состояний входных полей
могут быть записаны в виде

ĈI =
1

2

∞∑
n=0

K1 (n1, n2) ×

× (|n1, n2 + 1〉〈n1 + 1, n2|+H.c.) , (14a)

ŜI =
i

2

∞∑
n=0

K1 (n1, n2) ×

× (|n1, n2+1〉〈n1+1, n2|−H.c.) , (14b)

где обозначено

K1 (n1, n2) ≡
√

(n1 + 1) (n2 + 1)

2
×

×
[

1√
n1 + n2 + 1 + 2 n1 (n2 + 1)

+

+
1√

n1 + n2 + 1 + 2 n2 (n1 + 1)

]
. (15)

Для операторов квадратов тригонометрических
функций разности фаз, в свою очередь, с помощью
(14a), (14b), (15) находим в базисе фоковских состо-
яний следующие выражения:

Ĉ2
I =

1

2
+

1

4

∞∑
n=0

K2 (n1, n2) ×

× (|n1, n2 + 2〉〈n1 + 2, n2|+H.c.) , (16a)

Ŝ2
I =

1

2
− 1

4

∞∑
n=0

K2 (n1, n2) ×

× (|n1, n2 + 2〉〈n1 + 2, n2|+H.c.) , (16b)

где обозначено

K2 (n1, n2) ≡
√

(n1+1) (n1+2) (n2+1) (n2+2)×

×
[

1

n1 + n2 + 2 + 2 n1 (n2 + 2)
+

+
1

n1 + n2 + 2 + 2 n2 (n1 + 2)

]
. (17)

Средние значения и средние тригонометричес-
ких операторов для полей в произвольных кванто-
вых состояниях входных полей |x1〉 и |x2〉, с помо-
щью формул (14a), (14b), (15) могут быть найдены
в виде〈

ĈI

〉
x1,x2

≡ 〈x1, x2|ĈI |x1, x2〉 =

=

∞∑
n1,n2=0

K1 (n1, n2) ×

× Re (〈x1 |n1〉〈n2| x2〉 〈x2|n2+1〉 〈n1+1| x1〉) , (18a)〈
ŜI

〉
x1,x2

≡ 〈x1, x2|ŜI |x1, x2〉 =

=

∞∑
n1,n2=0

K1 (n1, n2) ×

× Im (〈x1 |n1〉〈n2| x2〉 〈x2|n2+1〉 〈n1+1| x1〉) , (18b)
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а также, используя (16a), (16b), (17) для квадратов
операторов, получаем

〈
Ĉ2
I

〉
x1,x2

≡ 〈x1, x2|Ĉ2
I |x1, x2〉 =

1

2
+

1

2
×

×
∞∑

n1,n2=0

K2 (n1, n2) ×

× Re (〈x1 |n1〉〈n2| x2〉 〈x2|n2+2〉 〈n1+2| x1〉) , (19a)

〈
Ŝ2
I

〉
x1,x2

≡ 〈x1, x2|Ŝ2
I |x1, x2〉 =

1

2
− 1

2
×

×
∞∑
n=0

K2 (n1, n2) ×

× Re (〈x1 |n1〉〈n2| x2〉 〈x2|n2+2〉 〈n1+2| x1〉) . (19b)

Скалярные произведения векторов состояний по-
лей, входящие в формулы (18a), (18b), (19a), (19b),
для случая когерентных состояний полей |x1〉 = |α1〉
и |x2〉 = |α2〉 могут быть записаны в виде

〈nj |αj〉 = e−nαj /2
n
nj/2
αj√
nj !

ei nj ϕαj , αj =
√
nαje

i ϕαj ,

j = 1, 2.

Нетрудно убедиться, что в случае фоковских состоя-
ний полей |x1〉 = |n1〉 и |x2〉 = |n2〉 средние значения
операторов

〈n1, n2|ĈI |n1, n2〉 = 〈n1, n2|ŜI |n1, n2〉 = 0,

что соответствует равномерному распределению
значений фаз полей от 0 до 2π.

Для дисперсий операторов косинуса и синуса в
этом случае находим

〈n1, n2|
(
ΔĈI

)2
|n1, n2〉 ≡ 〈n1, n2|Ĉ2

I |n1, n2〉−

− 〈n1, n2|ĈI |n1, n2〉2 =
1

2
, (20a)

〈n1, n2|
(
ΔŜI

)2
|n1, n2〉 ≡ 〈n1, n2|Ŝ2

I |n1, n2〉−

− 〈n1, n2|ŜI |n1, n2〉2 =
1

2
, ∀ |n1〉, |n2〉. (20b)

Равенство дисперсий тригонометрических опера-
торов 1/2 также указывает на равномерное распре-
деление случайных фаз в случае фоковских состоя-
ний полей, т. е. полной их неопределенности в дан-
ных квантовых состояниях.

В целях сравнения результатов расчетов сред-
них значений и дисперсий (флуктуаций), получае-
мых с использованием рассматриваемых нами ин-
терференционных тригонометрических операторов,
найдем выражения для этих величин в рамках тео-
рии эрмитового оператора фазы PB для произволь-
ных состояний полей. Используя тригонометриче-
ские равенства для косинусов и синусов разности
фаз

ĈPB, 12 = ĈPB, 1ĈPB, 2 + ŜPB, 1ŜPB, 2, (21a)

ŜPB, 12 = ŜPB, 1ĈPB, 2 − ŜPB, 2ĈPB, 1, (21b)

найдем среднее значения косинуса разности эрмито-
вых операторов фазы PB для произвольных кванто-
вых состояний двух полей |x1〉и |x2〉:〈
ĈPB,12

〉
x1,x2

≡ 〈x1, x2| cos (ϕ̂PB,1−ϕ̂PB,2) |x1, x2〉.

Отметим, что операторы косинуса и синуса в теории
PB коммутируют между собой:[

ĈPB, i , ŜPB, j

]
= 0, i, j = 1, 2.

Поскольку〈
ĈPB,j

〉
xj

= Re
∞∑

nj=0

〈xj | nj〉 ×

× 〈nj + 1 |xj〉, j = 1, 2, (22a)

〈
ŜPB,j

〉
xj

= Im

∞∑
nj=0

〈xj | nj〉 〈nj + 1 |xj〉, (22b)

получаем для среднего оператора косинуса разности
фаз теории PB следующее:〈

ĈPB, 12

〉
x1,x2

=

∞∑
n1,n2=0

[Re (〈x1|n1〉 〈n1+1|x1〉) ×

× Re (〈x2|n2〉 〈n2+1|x2〉) + Im (〈x1|n1〉 〈n1+1|x1〉) ×
× Im (〈x2| n2〉 〈n2 + 1|x2〉)] . (23)

Для среднего от квадрата косинуса разности опе-
раторов фаз полей в произвольных квантовых со-
стояниях |x1〉, |x2〉 вида〈
Ĉ2

PB,12

〉
x1,x2

≡ 〈x1, x2| cos2 (ϕ̂PB,1−ϕ̂PB,2) |x1, x2〉
находим〈

Ĉ2
PB,12

〉
x1,x2

=
〈
Ĉ2

PB,1

〉
x1

〈
Ĉ2

PB,2

〉
x2

+

+ 2
〈
ĈPB,1ŜPB,1

〉
x1

〈
ĈPB,2ŜPB,2

〉
x2

+

+
〈
Ŝ2

PB,1

〉
x1

〈
Ŝ2

PB,2

〉
x2

. (24)
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Поскольку

〈
Ĉ2

PB,j

〉
xj

=
1

2
+

1

2
Re

∞∑
nj=0

〈xj | nj〉 ×

× 〈nj + 2 |xj〉, j = 1, 2, (25)

〈
Ŝ2

PB,j

〉
xj

=
1

2
− Re

∞∑
nj=0

〈xj | nj〉 〈nj + 2 |xj〉, (26)

〈
ĈPB,jŜPB,j

〉
xj

=

=
1

2
Im

∞∑
nj=0

〈xj | nj〉 〈nj + 2 |xj〉, (27)

получаем из формулы (24) следующее выражение:〈
Ĉ2

PB

〉
x1,x2

=
1

2
(1 +R1R2 + I1I2) , (28)

где обозначено

Rj ≡ Re

∞∑
nj=0

〈xj | nj〉 〈nj + 2 |xj〉,

Ij ≡ Im

∞∑
nj=0

〈xj | nj〉 〈nj + 2 |xj〉, j = 1, 2.

Подобным образом находим средние и дисперсии
оператора синуса разности операторов фазы в тео-
рии PB:

〈
ŜPB

〉
x1,x2

=

∞∑
n1,n2=0

[Im (〈x1|n1〉 〈n1 + 1|x1〉) ×

× Re (〈x2|n2〉 〈n2+1|x2〉)−Re (〈x1|n1〉 〈n1+1|x1〉) ×
× Im (〈x2|n2〉 〈n2 + 1|x2〉)] , (29)

〈
Ŝ2

PB

〉
x1,x2

=
1

2
(1−R1R2 − I1I2) . (30)

В случае полей в когерентных состояниях

|αj〉 =
∣∣∣√nαjeiϕαj〉 , j = 1, 2

можно получить следующие выражения для сред-
них значений тригонометрических функций разно-
стей операторов фаз полей. Для косинуса разности
фаз получаем〈

ĈPB

〉
α1,α2

=
√
nα1nα2 e

−(nα1+nα2)×
× f1 (nα1) f1 (nα2) cos (ϕα1 − ϕα2) . (31)

Для дисперсии косинуса разности фаз находим〈(
ΔĈPB

)2〉
α1,α2

≡

≡ 〈α1, α2| cos2 (ϕ̂PB,1 − ϕ̂PB,2) |α1, α2〉−
− 〈α1, α2| cos (ϕ̂PB,1 − ϕ̂PB,2) |α1, α2〉2 =

=
1

2

{
1+nα1nα2e

−(nα1+nα2)[f2 (nα1) f2 (nα2) ×
× cos [2 (ϕα1 − ϕα2)]− 2f2

1 (nα1) f
2
1 (nα2) ×

× e−(nα1+nα2) cos2 (ϕα1 − ϕα2)]
}
. (32)

В формулах (31) и (32) использованы обозначе-
ния

f1
(
nαj

) ≡ ∞∑
n=0

nnαj
n!
√
n+ 1

,

f2
(
nαj

) ≡ ∞∑
n=0

nnαj

n!
√

(n+ 1) (n+ 2)
, j = 1, 2.

(33)

Функции f1 и f2 с ростом величин чисел фотонов
когерентных состояний nαj = |αj |2, j = 1, 2 стремят-
ся к следующим значениям [3, 18]:

f1
(
nαj

)→ e
nα

j

√
nαj

,

f2
(
nαj

)→ e
nα

j

nαj
, nαj → ∞.

(34)

Формулы (31) и (32) показывают, что среднее и
дисперсия косинуса разности фаз явно зависят от
разности фаз когерентных состояний ϕα1и ϕα1 , по
крайней мере, при nαj ∼ 1. Зависимость от разнос-
ти фаз когерентных состояний средних и дисперсий
ϕα1 − ϕα2 отсутствует лишь при nαj → ∞.

На рис. 1а показана зависимость среднего значе-
ния интерференционного оператора косинуса разно-
сти фаз полей в когерентных состояниях〈

Ĉ I

〉
α1,α2

≡ 〈α1, α2| côs (ϕ1 − ϕ2) |α1, α2〉

от значений параметров nα2и ϕα2 состояния |α2〉
при фиксированных значениях параметров состоя-
ния |α1〉, полученная с помощью формулы (18a). В
целях сравнения нами рассчитана аналогичная за-
висимость для среднего значения косинуса разности
операторов фаз полей, следующая из теории PB:〈

ĈPB

〉
α1,α2

≡ 〈α1, α2| cos (ϕ̂PB,1−ϕ̂PB,2) |α1, α2〉,

найденная с помощью формулы (31). На рис. 1б
показана зависимость отношения средних
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Рис. 1. a) Зависимость среднего значения оператора косинуса разности фаз
〈
ĈI

〉
α1,α2

для когерентных состояний полей

|α1〉 и |α2〉 от средних значений числа фотонов n2 и фазового угла ϕ2 когерентного состояния |α2〉 при фиксированных
значениях nα1 = 1 и ϕα1 = 0 когерентного состояния |α1〉. б) Отношение средних значений оператора косинуса разности
фаз в рамках теории PB и средних интерференционного оператора косинуса разности фаз

〈
ĈPB

〉
α1,α2

/
〈
ĈI

〉
α1,α2

для

полей в когерентных состояниях. в) Зависимость дисперсии оператора разности фаз
〈(

ΔĈI

)2
〉

α1,α2

для когерентных

состояний полей |α1〉 и |α2〉, от средних значений числа фотонов n2 и фазового угла ϕ2 когерентного состояния |α2〉 для

фиксированных значений nα1 = 1 и ϕα1 = 0. г) Зависимость отношения
〈(

ΔĈPB

)2
〉

α1,α2

/

〈(
ΔĈI

)2
〉

α1,α2

значений

дисперсии косинуса разности операторов фаз в рамках теории PB и дисперсии интерференционного оператора разно-
сти фаз для полей в когерентных состояниях от средних значений числа фотонов n2 и фазового угла ϕ2 когерентного

состояния |α2〉. Значения параметров nα1 = 1 и ϕα1 = 0 когерентного состояния |α1〉 фиксированы

〈
ĈPB

〉
α1,α2

/
〈
ĈI

〉
α1,α2

от параметров когерент-

ных состояний. Как видно на рисунке, результаты
двух теорий существенно различаются в квантовой
области малых значений средних чисел фотонов
полей nαj ∼ 1, j = 1, 2. Максимальное различие
для наблюдаемых средних тригонометрических
операторов может достигать для рассматриваемых
квантовых состояний полей величины примерно
25% для значений параметра nα2 � 1. С ростом

значений параметра nα2 � 1 когерентного состо-
яния |α2〉 при фиксированном значении nα1 = 1

различие результатов двух теорий уменьшается и
может достигать величины нескольких процентов.
Полное совпадение двух теорий в рассматриваемом
случае достигается при nαj � 10, j = 1, 2.

Дисперсии интерференционных ТОРФ и диспер-
сии косинуса разности операторов фаз теории PB,
так же как и средние значения этих величин, замет-

250



ЖЭТФ, том 159, вып. 2, 2021 Тригонометрические операторы разности фаз. . .

но отличаются между собой. На рис. 1в показана
зависимость дисперсии

〈(
ΔĈI

)2〉
α1,α2

≡ 〈α1, α2|
(
ΔĈI

)2
|α1, α2〉 ≡

≡ 〈α1, α2|Ĉ2
I |α1, α2〉 − 〈α1, α2|ĈI |α1, α2〉2

от значений параметров nα2и ϕα2 когерентного со-
стояния |α2〉 при фиксированных значениях пара-
метров состояния |α1〉, полученная с помощью фор-
мул (18a) и (19a). На рис. 1г приведена зависимость
от тех же параметров отношения дисперсии опера-
тора в теории PB и интерференционного операто-

ра:
〈(

ΔĈPB

)2〉
α1,α2

/

〈(
ΔĈI

)2〉
α1,α2

. На рисунке

видно, что дисперсии значительно различаются в
квантовой области nαj ∼ 1, j = 1, 2, где отличие
может достигать величины примерно 60% при опре-
деленных значениях фазового угла ϕα2 . Точное сов-
падение двух теорий в случае полей в когерентных
состояниях достигается при nαj > 100, j = 1, 2.

4. СРЕДНИЕ ЗНАЧЕНИЯ И ДИСПЕРСИИ
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ
РАЗНОСТИ ФАЗ ПОЛЕЙ В СЖАТЫХ
КОГЕРЕНТНЫХ СОСТОЯНИЯХ

Рассмотрим случай, когда поля находятся в ко-
герентных сжатых состояниях (двухфотоннных ко-
герентных состояниях [13, 19]), и найдем наблюдае-
мые средние значения и дисперсии ТОРФ для таких
полей.

Векторы сжатых когерентных состояний полей
представляют собой результат действия оператора
сжатия на когерентное состояние поля и могут быть
записаны в виде

|ζj ; αj〉 = Ŝj (ζj) |αj〉, j = 1, 2, (35)

где оператор сжатия есть

Ŝj (ζj) = exp
1

2

(
ζ∗ â2j − ζ â†j

2
)
.

Входящие в оператор сжатия комплексные парамет-
ры сжатия имеют вид ζj ≡ rj e

iθj .
Скалярное произведение фоковских и сжатых

когерентных состояний могут быть записаны в сле-
дующем виде [19]:

〈nj |ζj ;αj〉 =
√(

th rj
2

eiθj
)nj

/ (nj ! ch rj)×

× exp

[
−nαj

2

(
1− th rj

2
ei (2ϕαj−θj)

)]
×

×Hnj

(√
nαj
sh 2rj

ei (2ϕαj−θj)
)
,

αj =
√
nαje

i ϕαj , j = 1, 2,

(36)

где Hnj — полином Эрмита nj-го порядка.
Рассмотрим случай, когда одно из полей на-

ходится в сжатом когерентном состоянии |ζ1; α1〉,
а второе поле — в когерентном состоянии | α2〉.
Воспользуемся для расчета наблюдаемых средних
ТОРФ таких полей формулами (18a), (18b) и со-
отношением (36). На рис. 2а показана зависимость
среднего значения интерференционного оператора
косинуса разности фаз для полей в сжатом и ко-
герентном состояниях〈

Ĉ I

〉
ss1,α2

≡ 〈α1; ς1|〈α2| côs (ϕ1 − ϕ2) |α2〉|α1; ς1〉

от значений параметров nα2и ϕα2 когерентного со-
стояния |α2〉 при фиксированных значениях пара-
метров сжатого состояния |α1; ς1〉; r1, θ1, nα1 и ϕα1 .
Указанная зависимость найдена из формулы (18a) с
использованием (36). В целях сравнения нами рас-
считана аналогичная зависимость для среднего зна-
чения оператора косинуса разности операторов фаз
полей, следующая из теории PB:〈

ĈPB

〉
ss1,α2

≡ 〈α1; ς1|〈α2| cos (ϕ̂PB,1 − ϕ̂PB,2) ×
× |α2〉|α1; ς1〉,

полученная из формулы (31). На рис. 2б
показана зависимость отношения средних〈
ĈPB

〉
ss1,α2

/
〈
ĈI

〉
ss1,α2

от параметров когерент-

ного состояния |α2〉 для фиксированных значений
параметров сжатого состояния |α1; ς1〉. Как видно
на рисунке, результаты двух теорий заметно разли-
чаются в квантовой области малых значений чисел
фотонов полей nαj = |αj |2 ∼ 1, j = 1, 2. Максималь-
ное различие в случае рассматриваемых квантовых
состояний полей может достигать величины при-
мерно 25% для значений параметра nα2 � 1. С
ростом параметра nα2 � 1 когерентного состояния
|α2〉 при фиксированном значении nα1 = 1 различие
результатов двух теорий уменьшается и может
достигать величины нескольких процентов.

Полное совпадение двух теорий в рассматривае-
мом случае имеет место для мезоскопических кван-
товых полей при nαj � 10, j = 1, 2.
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Рис. 2. a) Зависимость среднего значения оператора разности фаз
〈
ĈI

〉
ss1,α2

для сжатого состояния поля |α1, ς1〉 и

когерентного состояния поля |α2〉 от средних значений числа фотонов n2 и фазового угла ϕ2 когерентного состояния
|α2〉. Для фиксированных значений параметров nα1 = 1, ϕα1 = 0, r1 = 3, θ1 = 0 сжатого состояния |α1, ς1〉. б) От-
ношение средних значений оператора разности фаз в рамках теории PB и средних оператора

〈
ĈPB

〉
ss1,α2

/
〈
ĈI

〉
ss1,α2

для полей в сжатом и когерентном состояниях. в) Зависимость дисперсии интерференционного оператора разности фаз〈(
ΔĈI

)2
〉

ss1,α2

для сжатого и когерентного состояний полей |α1, ς1〉 и |α2〉, от средних значений числа фотонов n2 и

фазового угла ϕ2 когерентного состояния |α2〉 для фиксированных значений параметров nα1 = 1, ϕα1 = 0, r1 = 3, θ1 = 0

сжатого состояния |α1, ς1〉. г) Зависимость отношения
〈(

ΔĈPB

)2
〉

ss1,α2

/

〈(
ΔĈI

)2
〉

ss1,α2

значений дисперсии коси-

нуса разности операторов фаз в рамках теории PB и дисперсии интерференционного оператора косинуса разности фаз
для полей в сжатом и когерентном состояниях от средних значений числа фотонов n2 и фазового угла ϕ2 когерентного

состояния |α2〉. Значения параметров nα1 = 1, ϕα1 = 0, r1 = 3, θ1 = 0 сжатого состояния |α1, ς1〉 фиксированы

На рис. 2в показана зависимость дисперсии〈(
ΔĈI

)2〉
ss1,α2

≡ 〈α1; ς1|〈α2|
(
ΔĈI

)2
|α2〉|α1; ς1〉 ≡

≡ 〈α1; ς1|〈α2|Ĉ2
I |α2〉|α1; ς1〉−〈α1; ς1|〈α2|ĈI |α2〉|α1; ς1〉2

от значений параметров nα2и ϕα2 состояния |α2〉
при фиксированных значениях параметров состоя-

ния |α1; ς1〉, полученная с помощью формул (26),
(24) и (36). На рис. 2г приведена зависимость от
тех же параметров отношения дисперсий операто-
ра PB и дисперсий интерференционного операто-
ра: 〈(ΔĈPB)2〉ss1,α2/〈(ΔĈI)2〉ss1,α2 . На рисунке вид-
но, что дисперсии, получаемые в рамках двух тео-
рий, незначительно различаются в квантовой облас-
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ти nαj ∼ 1, j = 1, 2, где отличие не превышает 15%
для всех значений фазового угла ϕα2 . С ростом сжа-
тия (параметр сжатия r1 > 1) это различие умень-
шается. Практически точное совпадение дисперсий
косинуса разности фаз двух теорий в случае полей в
сжатом и когерентном состояниях достигается для
любых nαj , j = 1, 2 при r1 > 6, а также для любых
r1 при nαj > 100, j = 1, 2.

Следовательно, в квантовом режиме микроско-
пических полей дисперсии ТОРФ полей в сжатом
и когерентном состояниях, теории интерференцион-
ного оператора и теории PB совпадают между собой
в случае сильного сжатия, тогда как средние значе-
ния операторов разности фаз двух теории различа-
ются между собой при nαj ∼ 1, j = 1, 2 для любой
степени сжатия.

Рассмотрим теперь наблюдаемые средние и дис-
персии (флуктуации) ТОРФ двух полей в сжатых
когерентных состояниях |α1; ς1〉 и |α2; ς2〉. На рис. 3а
изображен пример зависимости среднего значения〈

Ĉ I

〉
ss1,ss2

≡
≡ 〈α1; ς1|〈α2; ς2| côs (ϕ1 − ϕ2) |α2; ς2〉|α1; ς1〉

от параметров nα2 и ϕα2 состояния |α2; ς2〉 при фик-
сированных значениях параметров этого состояния
r2 и θ2, и фиксированных значениях всех парамет-
ров состояния |α1; ς1〉. Рисунок показывает, что для
среднего косинуса разности фаз характерно значе-
ние

〈
Ĉ I

〉
ss1,ss2

≈ 0 при nα2 � 1, nα1 = 1. Расчеты,

проведенные нами, позволяют сделать общий вывод
о том, что наблюдаемые средние ТОРФ полей в сжа-
тых состояниях близки к нулю в случае nα1 � 1 или
nα2 � 1 при rj � 1, j = 1, 2, аналогично тому, как
это имеет место в случае фоковских состояний по-
лей.

Для сравнения нами найдены средние значения
тригонометрических функций разности эрмитовых
операторов фаз в теории PB для сжатых состояний
полей:〈

ĈPB

〉
ss1,ss2

≡ 〈α1; ς1|〈α2; ς2| ×
× cos (ϕ̂PB,1 − ϕ̂PB,2) |α2; ς2〉|α1; ς1〉.

На рис. 3б показана зависимость отношения средних
значений 〈

ĈPB

〉
ss1,ss2

/
〈
ĈI

〉
ss1,ss2

от параметров состояния |α2; ς2〉 при фиксирован-
ных значениях параметров состояния |α1; ς1〉.

Дисперсия интерференционных операторов си-
нуса и косинуса разности фаз полей в сжатых состо-
яниях, так же как и в случае фоковских состояниях
полей, близка к 1/2 в случае значительной величи-
ны сжатия rj > 1, j = 1, 2. На рис. 3в изображен
пример зависимости дисперсии〈(

ΔĈI

)2〉
ss1,ss2

≡

≡ 〈α1; ς1|〈α2; ς2|
(
ΔĈI

)2
|α2; ς2〉|α1; ς1〉

для тех же значений параметров квантовых состоя-
ний, что и на рис. 3а. Зависимость на рис. 3в показы-

вает, что
〈(

ΔĈI

)2〉
ss1,ss2

≈ 1/2 для всех значений

nj , j = 1, 2 в квантовой области их изменения.
Отношение дисперсии косинуса разности опера-

торов фаз в теории PB к соответствующей вели-
чине теории интерференционного оператора разно-
сти фаз, показано на рис. 3г. Как видно на рисун-
ке, результаты двух теорий практически совпадают
между собой для всех значений параметров кванто-
вых состояний.

Проведенные расчеты позволяют сделать вывод
о том, что точное количественное согласие теории
интерференционного ТОРФ и теории PB имеет ме-
сто для сжатых состояний полей при расчете дис-
персий (флуктуаций) ТОРФ в квантовом режиме
nαj ∼ 1, j = 1, 2 для величин параметров сжатия
полей rj > 2, j = 1, 2. В то же время, отличие на-
блюдаемых средних значений ТОРФ в указанных
условиях может составлять заметную величину по-
рядка нескольких процентов даже при высокой сте-
пени сжатия. Результаты двух теорий для средних и
дисперсий ТОРФ совпадают для nαj > 100, j = 1, 2

при любой степени сжатия.

5. ИЗМЕРЯЕМЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ
ОПЕРАТОРЫ ФАЗЫ ПОЛЯ

В работе [9] Пегг и Барнетт предположили, что
измерение фазы соответствует следующему опреде-
лению фазовых операторов:

( ˆcosφ)M = k
(
â† + â

)
,(

ˆsinφ
)
M

= ik
(
â† − â

)
,

(37)

где k — действительная величина, соответствую-
щая квантовому состоянию поля, для которого про-
водится измерение. Авторы отмечали, что измере-
ние средних наблюдаемых операторов, определяе-
мых таким образом может проводиться методом оп-
тического балансного гомодинирования. Отметим,
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Рис. 3. a) Зависимость среднего значения оператора косинуса разности фаз
〈
ĈI

〉
ss1,α2

для сжатого состояния поля

|α1, ς1〉 и сжатого состояния поля |α2, ς2〉 от средних значений числа фотонов n2 и фазового угла ϕ2 состояния |α2, ς2〉.
Значения параметров nα1 = 1, ϕα1 = 0, r1 = 2.8, θ1 = π/2 состояния |α1, ς1〉 и r2 = 2.3, θ2 = π состояния |α2, ς2〉, фик-
сированы. б) Отношение средних значений оператора разности фаз в рамках теории PB и средних интерференционного
оператора разности фаз

〈
ĈPB

〉
ss1,ss2

/
〈
ĈI

〉
ss1,ss2

для полей в сжатых состояниях для тех же значений параметров, что и

на рис. а. в) Зависимость дисперсии интерференционного оператора косинуса разности фаз
〈(

ΔĈI

)2
〉

ss1,α2

для сжатых

состояний полей |α1, ς1〉 и |α2, ς2〉, от средних значений числа фотонов n2 и фазового угла ϕ2 состояния |α2, ς2〉 для тех

же значений остальных параметров сжатых состояний. г) Зависимость отношения
〈(

ΔĈPB

)2
〉

ss1,ss2

/

〈(
ΔĈI

)2
〉

ss1,ss2

значений дисперсии косинуса разности операторов фаз в рамках теории PB и дисперсии интерференционного оператора
косинуса разности фаз для полей в сжатых состояниях, от средних значений числа фотонов n2 и фазового угла ϕ2

сжатого состояния |α2, ς2〉 для тех же значений остальных параметров сжатых состояний

что в схеме оптического гомодинироваия операто-
ры интерференции (7) и (8) сводятся к той или иной
квадратуре измеряемого поля, в зависимости от фа-
зы поля локального осциллятора, подаваемого на
второй вход светоделителя. При этом поле локаль-
ного осциллятора, смешиваемого с измеряемым сиг-
налом, предполагается классическим.

В работе Линча [6] предложено использовать в
качестве константы k в (50), для поля в любом кван-
товом состоянии величины

kL =
1√〈n̂〉+ 1/2

, (38)

где 〈n̂〉 — среднее значение фотонов поля.
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Нетрудно убедиться, что при таком выборе кон-
станты k в формулах для тригонометрических опе-
раторов фазы не выполняется основное тригономет-
рическое соотношение:

( ˆcosφ)
2
M +

(
ˆsinφ

)2
M

=
n̂+ 1

〈n̂〉+ 1/2
	= 1̂. (39)

Другой выбор константы, следующий из теории
SG [1]: kSG = 1/

√〈n̂〉+ 1, также не приводит к вы-
полнению основного тригонометрического соотно-
шения, однако, в этом случае оно выполняются для
средних значений для любого квантового состояния
поля. Отметим также, что измеряемые операторы
фазы, следующие из теории Сасскинда – Глоговера
[1–3] определяются неоднозначно, так, например,

( ˆcosφ)SG =
(
â n̂−1/2 + n̂−1/2 â†

)
/2 =

=
(
(n̂+ 1)−1/2 â + â† (n̂+ 1)−1/2

)
/2 (40)

при замене n̂ → 〈n̂〉 в выражении (40) для оператора
косинуса, приводящей операторы теории Сасскин-
да – Глоговера к виду измеряемых операторов (37),
константы нормировки измеряемого оператора ко-
синуса

( ˆcosφ)M,SG = kSG
(
â† + â

)
принимают различные значения kSG,1 = 1/2

√〈n〉
или kSG,2 = 1/2

√〈n〉+ 1, при этом kSG,1 не опреде-
лена в случае 〈n〉 = 0.

Расчеты, использующие определение (37), (38)
измеряемых операторов фазы поля, приведенные в
статье [20], показывают, что дисперсии и наблюда-
емые средние значения измеряемых тригонометри-
ческих операторов фазы качественно отличаются от
результатов, следующих из теории эрмитова опера-
тора фазы PB [7,8].

В работах [21–23] в качестве измеряемых опера-
торов разности фаз двух полей рассмотрены следу-
ющие операторы:

ĈM, 12 = KÎC , ŜM, 12 = K ÎS , (41)

где константа пропорциональности K выбрана в ви-
де

K =
1√〈

Î2C

〉
+
〈
Î2S

〉 =

=
1√

2 (〈n1〉+ 〈n̂2〉+ 2 〈n̂1〉 〈n̂2〉)
. (42)

Используя такое определение ТОРФ, нетрудно
показать, что

Ĉ2
M,12+Ŝ

2
M,12 =

n̂1 + n̂2 + 2n̂1n̂2

〈n1〉+ 〈n2〉+2 〈n1〉 〈n2〉 	= 1̂, (43)

т. е. для измеряемых операторов разности фаз, вво-
димых с помощью (41) и (42), не выполняется ос-
новное тригонометрическое соотношение, справед-
ливым является лишь соотношение для средних
квантовомеханических:〈

Ĉ2
M,12

〉
+
〈
Ŝ2
M,12

〉
= 1.

В случае полей в когерентных состояниях

|αj〉 =
∣∣∣√nαjeiϕαj〉, j = 1, 2

можно получить следующие выражения для сред-
них значений измеряемых тригонометрических опе-
раторов:〈

ĈM,12

〉
≡ 〈α1, α2|ĈM,12|α1, α2〉 =

=

√
2nα1nα2

nα1 + nα2 + 2nα1nα2

cos (ϕα1 − ϕα2) , (44a)

〈
ŜM,12

〉
≡ 〈α1, α2|ŜM,12|α1, α2〉 =

=

√
2nα1nα2

nα1 + nα2 + 2nα1nα2

sin (ϕα2 − ϕα1) , (44b)

а для дисперсий операторов следующие выражения:〈(
ΔĈM,12

)2〉
≡

≡ 〈α1, α2| Ĉ2
M,12|α1, α2〉−〈α1, α2|ĈM,12|α1, α2〉2 =

=
nα1 + nα2

2 (nα1 + nα2 + 2nα1nα2)
=

〈(
ΔŜM,12

)2〉
. (45)

Сравнение формулы (31) для среднего значения
косинуса разности фаз полей в когерентных состоя-
ниях, полученной в рамках теории PB и той же ве-
личины для измеряемого интерференционного опе-
ратора (44a), показывает, что данные величины об-
ладают идентичной зависимостью от разности фа-
зовых углов когерентных состояний

Δ ≡ ϕα2 − ϕα1 .

Расчеты наблюдаемых средних, проведенные с ис-
пользованием формул (31) и (44a), показали, что ве-
личина 〈

ĈPB

〉
α1,α2

/
〈
ĈM,12

〉
α1,α2

≈ 0.55

при nα1 ≈ 0, nα2 ∼ 1 и
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〈
ĈPB

〉
α1,α2

/
〈
ĈM,12

〉
α1,α2

≈ 0.95

при nα1 � 1, nα2 ∼ 1 для любых значений Δ.
Проведенные расчеты позволяют сделать вывод

о том, что измерение величины интерференционного
члена светоделителя может служить для достаточ-
но точной оценки средних значений ТОРФ кванто-
вых полей в когерентных состояниях при nαj > 2,
j = 1, 2. Расхождение с теорией PB в этом случае
составляет величину около 10%.

Дисперсии измеряемых тригонометрических
операторов разности фаз (45) полей в когерентных
состояниях существенно отличаются от соответству-
ющих дисперсий операторов разности фаз в теории
PB. Сравнение формулы (45) с формулой (32) для
дисперсии оператора косинуса разности операторов
фаз в теории PB показывает, что теория PB (так же
как и теория интерференционного ТОРФ) предска-
зывает ярко выраженную зависимость дисперсии
от значений фазовых углов когерентных состояний
ϕαj , j = 1, 2, тогда как соответствующая дисперсия
измеряемого оператора разности фаз (45) не зависит
от величин этих параметров квантовых состояний
полей |α1〉 и |α2〉.

Проведенные расчеты позволяют сделать вывод
о том, что измеряемые операторы разности фаз по-
лей в случае когерентных квантовых состояний по-
лей не могут использоваться даже для качественной
оценки дисперсий (флуктуаций) ТОРФ в квантовой
области при nαj ∼ 1, j = 1, 2.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе развит метод построения эрмито-
вых тригонометрических операторов разности фаз
(ТОРФ) двух квантовых электромагнитных полей,
использующий операторы интерференции светоде-
лителя. Проведено сравнение величин наблюдаемых
средних и дисперсий (флуктуаций) для получаемых
в рамках такой теории операторов с соответствую-
щими величинами, следующими из теории эрмито-
вого оператора Пегга –Барнетта (PB), для различ-
ных квантовых состояний полей.

Показано, что для фоковских состояний полей
|nj〉, j = 1, 2 результаты двух теорий совпадают
между собой.

В случае, если оба поля находятся в когерент-
ных состояниях |αj〉, j = 1, 2, средние значения и
дисперсии интерференционных операторов косину-
са и синуса разности фаз полей обладают теми же
качественными зависимостями от параметров кван-

товых состояний полей, что и соответствующие опе-
раторы теории PB. В то же время, результаты двух
теории могут количественно различаться в кванто-
вой области слабых полей. Так, различие двух тео-
рий для дисперсий ТОРФ может достигать 60% для
nj = |αj |2 ∼ 1, j = 1, 2. Точное согласие результатов
двух теории достигается при nj � 10, j = 1, 2.

Отличие результатов теории PB от результатов
теории интерференционных ТОРФ для средних ве-
личин операторов разности фаз двух полей в сжа-
том |ς1;α1〉 и когерентном |α2〉 состояниях составля-
ет для квантовых полей с nαj ∼ 1, j = 1, 2 величи-
ну до 15%, а для полей с nαj > 10, j = 1 или 2,
величину порядка 1% для произвольного значения
параметра сжатия r1. Точное совпадение результа-
тов двух теорий достигается для любой степени сжа-
тия одного из полей для мезоскопических кванто-
вых полей при nαj > 100, j = 1, 2. Для дисперсий
ТОРФ отличие результатов теории интерференци-
онных операторов и теории PB пренебрежимо мало
в случае сильного сжатия r1 � 1 в квантовом ре-
жиме микроскопических полей nαj ∼ 1, j = 1, 2. В
случае r1 ∼ 1 точное совпадение результатов обеих
теорий имеет место при nαj > 100, j = 1, 2.

В случае, когда оба поля находятся в сжатых со-
стояниях, |αj ; ςj〉, j = 1, 2, дисперсии в теории интер-
ференционных полей ТОРФ и в теории PB разли-
чаются незначительно для величин параметров сжа-
тия полей rj > 2, j = 1, 2 при любых nαj = |αj |2. В
случае слабо сжатых состояний, при rj < 2, j = 1, 2,
результаты двух теорий совпадают для nαj � 10,
j = 1, 2.

Различие наблюдаемых средних значений ТОРФ
может составлять заметную величину порядка
нескольких процентов даже при высокой степени
сжатия. Результаты двух теорий, как для средних,
так и для дисперсий операторов разности фаз точно
совпадают для nαj > 100, j = 1, 2 при любой степени
сжатия.

Показано, что измеряемые тригонометрические
операторы разности фаз полей, представляющие со-
бой нормированные интерференционные операто-
ры светоделителя, могут служить для качественной
(или полуколичественной) оценки средних величин
операторов разности фаз согласно теории PB в слу-
чае когерентных состояний полей в квантовом ре-
жиме. В то же время, в тех же условиях, дисперсии
измеряемых операторов разности фаз качественно
отличаются от соответствующих величин, получа-
емых в рамках теории эрмитового оператора фа-
зы PB.
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Показаны преимущества встречного четырехфотонного смешивания при формировании фантомных
изображений по сравнению с трехфотонным параметрическим рассеянием в смысле повышения ди-
фракционного предела пространственного разрешения. Даны необходимые формальные соотношения,
подтверждающие эффективность этого решения.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Фантомные изображения [1] — один из вариан-
тов решения проблемы изучения чувствительных к
свету объектов, прямое оптическое наблюдение ко-
торых затруднено. Для формирования фантомных
изображений необходим источник коррелированных
световых пучков, один из которых взаимодейству-
ет с объектом, а другой — нет (см. рис. 1). При
этом в объектном канале детектор дает информа-
цию только о полной интенсивности прошедшего из-
лучения. Сопряженный пучок не взаимодействует с
объектом, но регистрируется матрицей фотодетек-
торов, допуская измерение пространственной кор-
реляционной функции интенсивности между двумя
каналами.

Одним из важных доводов в пользу использо-
вания квантовых фантомных изображений являет-
ся создание максимально щадящих условий освеще-
ния исследуемого объекта, когда воздействие излу-
чения на объект (иногда необратимое) минимально
[2]. Особенно это важно при облучении живых су-
ществ, например, рентгеновским излучением.

* E-mail: belinksy@inbox.ru
** E-mail: ranjit.singh@mail.ru

Рис. 1. Классическая схема формирования квантовых
фантомных изображений: NC — нелинейный кристалл;
ωp — накачка; ω1 и ω2 — пучки запутанных пар фотонов
(пучки расходятся вследствие использования неколлинеар-
ного процесса параметрического рассеяния [3]); O — объ-
ект; BD — интегрирующий детектор в объектном канале; L
— оптический объектив; CCD — матрица фотодетекторов
в восстанавливающем канале; C — коррелятор интенсив-

ностей (схема совпадений)

2. КАЧЕСТВО ИЗОБРАЖЕНИЯ

Вопросам качества квантовых фантомных изоб-
ражений в последнее время уделяется значитель-
ное внимание [4–8], что обусловлено не только су-
щественными пробелами в теории, но и откровен-
но неудовлетворительным пространственным разре-
шением, достигнутым в экспериментах. При этом
основным фактором, ограничивающим простран-
ственное разрешение, является дифракция. Дело в
том, что оптические системы традиционно исполь-
зуемых схем обладают малым относительным от-
верстием. Но малая светосила отрицательно сказы-
вается на качестве любых изображений, поскольку
определяет дифракционное ограничение простран-
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Рис. 2. Схема формирования фантомного изображения
при встречном четырехфотонном смешивании с парал-
лельным ходом лучей между объективами L и нелиней-
ной средой NM c кубической нелинейностью; в прозрачном
нелинейном кристалле с кубической нелинейностью χ(3)

пары фотонов накачки преобразуются в пару сигнально-
го и холостого фотонов, p, q — встречные пучки накачки;
пучки запутанных пар фотонов освещают объект О и мат-
рицу фотодетекторов CCD в восстанавливающем канале,
причем и тот и другая находятся в фокальных плоскостях
оптических объективов L; BD — интегрирующий детектор
в объектном канале; C — коррелятор интенсивностей (схе-

ма совпадений)

ственного разрешения, а именно этот фактор для
фантомных изображений является решающим, см.,
например, [4–6].

Но почему же в схемах с параметрическим рассе-
янием нельзя достичь высокой светосилы? В первую
очередь, за счет малого угла параметрического за-
хвата, в котором наблюдается экспоненциальное
усиление. А именно, этот угол в конечном счете
определяет относительное отверстие. Как его увели-
чить? Проще всего — уменьшая толщину кристалла.
Но перспективы такого решения не беспредельны,
ибо при этом снижается эффективность параметри-
ческого процесса.

А что, если использовать встречное четырехфо-
тонное смешивание как в обращающих волновой
фронт зеркалах (ОВФ-зеркалах, см., например, [9]
и цитируемую там литературу)? Только затравкой
при этом должен быть не внешний сигнал, а ваку-
умные флуктуации. В изотропной среде с кубичес-
кой нелинейностью генерация может идти во всех
направлениях. Следовательно, нет принципиальных
ограничений для светосилы. С другой стороны, про-
странственная корреляция сигнального и холостого
фотонов, распространяющихся в строго противопо-
ложных направлениях, следующая из закона сохра-
нения импульса, обеспечивает прекрасные возмож-
ности формирования фантомных изображений: сиг-
нальный фотон будет освещать объект, а холостой —

регистрироваться матрицей фотодетекторов, рис. 2.
При этом с точки зрения геометрической оптики,
лучи обоих фотонов необходимо находятся на одной
прямой. Такое схемное решение, как представляет-
ся, может дать резкий скачок повышения качества
фантомных изображений.

3. ЧЕТЫРЕХФОТОННОЕ
ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ. ОСНОВНЫЕ

СООТНОШЕНИЯ

В процессе четырехфотонного кросс-взаимодей-
ствия пары фотонов накачки преобразуются в пары
сигнальных (s) и холостых (i) фотонов с частотами

ωp + ωq = ωs + ωi. (1)

Помимо этого, фактически, закона сохранения
энергии должен сохраняться и импульс, следова-
тельно, волновые векторы подчиняться соотноше-
нию

kp + kq = ks + ki. (2)

Кроме того, существует жесткая связь между по-
ляризациями сигнального и холостого фотонов.

Самовоздействия мы не учитываем, пола-
гая его коэффициент нелинейности значительно
меньше соответствующего коэффициента кросс-
взаимодействия. Но даже если это не так, самовоз-
действие вряд ли сильно исказит пространственную
корреляцию фотонов, поскольку для построения
фантомных изображений требуются очень малые
интенсивности световых пучков (именно с целью
щадящего воздействия на исследуемые объек-
ты), при которых эффект самовоздействия будет
незначителен.

Поскольку эффективность нелинейного процес-
са мала, истощением накачки в первом приближе-
нии можно пренебречь, считая ее амплитуду посто-
янной. С учетом того, что для реального наблюде-
ния встречного четырехфотонного смешивания фо-
тонов в накачке должно быть много, ее можно опи-
сывать классически. Для простоты полагаем ее так-
же плоской. Тогда динамика системы в представле-
нии Гейзенберга будет описываться системой урав-
нений (см., например, [10])

∂Âs(x, y, z)

z
+ i

1

2ks

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
Âs(x, y, z) =

= iχ(3)Â+
i (x, y, z), (3)
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∂Âi(x, y, z)

z
− i

1

2ki

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
Âi(x, y, z) =

= −iχ(3)Â+
s (x, y, z). (4)

Здесь полевые операторы

Âj(r, z) =

∞∫
−∞

d2κκκ âj(κκκ, z)e
ir·κκκ, (5)

Â†
j(r, z) =

∞∫
−∞

d2κκκ â†j(κκκ, z)e
−ir·κκκ, (6)

где âj и â†j — соответственно операторы уничтоже-
ния и рождения фотонов, интегрирование ведется в
поперечной плоскости r = {x, y}, z — продольная
координата, kj — волновое число, χ(3) — коэффи-
циент, пропорциональный кубичной нелинейности и
квадрату амплитуды неистощимой накачки. Второе
слагаемое левых частей (3), (4) описывает дифрак-
цию.

Система уравнений (3), (4) аналогична соответ-
ствующей системе для комплексных амплитуд A в
классическом описании. Линейность уравнений поз-
воляет заменить комплексные амплитуды А соот-
ветствующими операторами в представлении Гей-
зенберга, поскольку в линейных уравнениях пере-
множений операторов друг на друга нет, и некомму-
тативность операторов на результат не влияет. Ана-
логичным образом влияние дифракции описывает-
ся и для трехфотонных процессов, см., например,
[11–15].

Систему операторных уравнений (3), (4) можно
решить с помощью преобразования Фурье по x и y.
Тогда получим систему обыкновенных дифференци-
альных уравнений, решение которых для нелиней-
ной среды длиной � имеет следующий вид (ср. также
с [16]):

âs(κκκ, �) = eiK sec (χ(3)�)âs(κκκ, 0)+

+ i tg (χ(3)�)â†i (κκκ, �), (7)

âi(κκκ, 0) = i tg (χ(3)�)â†s(κκκ, 0)+

+ eiK sec (χ(3)�)âi(κκκ, �), (8)

где K = |κκκ|2/2ks,i, ks = ki.
Для проверки адекватности полученных резуль-

татов проверим коммутационные соотношения для
операторов âs(κκκ, �), â†s(κκκ, �), âi(κκκ, 0) и â

†
i (κκκ, 0). Как

Рис. 3. Жирная кривая показывает среднее число фото-
нов в модах s и i (Ns = Ni), а штриховая — коэффициент
корреляции после нелинейного взаимодействия в случае,

когда затравкой было вакуумное состояние

и следовало ожидать, они равны единичному опера-
тору.

Рассчитаем среднее число фотонов и коэффици-
ент их корреляции в случае, когда моды s и i исход-
но (на входах) находятся в вакуумном состоянии:

Ns(κκκ, �) = 〈â†s(κκκ, �)âs(κκκ, �)〉 = tg2(χ(3)�), (9)

Ni(κκκ, 0) = 〈â†i (κκκ, 0)âi(κκκ, 0)〉 = tg2(χ(3)�), (10)

g
(2)
si = 1 + csc2 (χ(3)�). (11)

Результаты представлены на рис. 3.
Замечательно прежде всего то, что в выраже-

ния для средних чисел фотонов не входит κκκ. Это
означает, что усиление абсолютно не зависит от на-
клона пучков, т. е. все они усиливаются одинаково,
следовательно, их угловая апертура не ограничена
условием фазового синхронизма и может принимать
произвольное значение, определяемое лишь аперту-
рой оптических объективов, т. е. чисто технически-
ми особенностями, а не принципиальным лимитом.
Таким образом, поставленная цель достигнута, и ка-
чество дифракционно-ограниченной системы может
быть существенно повышено, поскольку сделать све-
тосильную качественную оптику значительно про-
ще, чем быть связанным непреодолимым условием
фазового синхронизма.

4. ДОПОЛНИТЕЛЬНОЕ ЗАМЕЧАНИЕ

Для снижения аберраций имеет смысл компонов-
ка оптической системы, в которой нелинейная среда

260



ЖЭТФ, том 159, вып. 2, 2021 Встречное четырехфотонное смешивание. . .

работала бы в параллельных пучках лучей, см. так-
же [15, 17]. Можно поместить нелинейный кристалл
между двумя объективами так, чтобы он работал
в параллельных пучках, как это показано на рис. 2.
При этом объект и фантомное изображения должны
находиться в фокальных плоскостях этих объекти-
вов. Это хороший вариант компоновки, поскольку
не только уничтожает связанные с дефокусировкой
искажения, но и полностью компенсирует аберра-
ции, вносимые нелинейной средой. Ведь с точки зре-
ния геометрической оптики он работает как плоско-
параллельная пластина, вносящая, по крайней мере,
сферическую аберрацию в сходящихся или расходя-
щихся пучках. А в коллимированных — аберрации
отсутствуют.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Подводя итоги работы, можно заключить,
что встречное четырехфотонное смешивание может
дать существенный выигрыш в качестве фантомных
изображений, поскольку при отсутствии ограниче-
ний угловой апертуры световых пучков, связанных
с нивелированием условия фазового синхрониз-
ма, пространственная корреляция сигнального
и холостого пучков в полной мере остается. А
снятие верхнего предела угловой апертуры дает
возможность повысить предельное пространствен-
ное разрешение за счет смягчения дифракционных
ограничений.

Вместе с тем, следует учитывать возможность
негативного воздействия конкурирующих со встреч-
ным четырехфотонным смешиванием процессов, в
частности, самовоздействия. Определенный опти-
мизм здесь внушают два обстоятельства. Во-пер-
вых, малая интенсивность генерируемых пучков,
необходимая для формирования фантомных изоб-
ражений, обусловит и незначительное самовоздей-
ствие. Ведь регистрация ведется в режиме счета фо-
тонов. Во-вторых, само существование зеркал с об-
ращением волнового фронта (ОВФ-зеркал), исполь-
зующих четырехфотонный процесс, также способ-
ных строить изображения, позволяет надеяться на
успех и в случае фантомных изображений.

Финансирование. Работа выполнена при фи-
нансовой поддержке Российского фонда фундамен-
тальных исследований (грант №18-01-00598 А).
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1. ВВЕДЕНИЕ

К настоящему времени существуют два экспери-
ментально продемонстрированных физических эф-
фекта, обусловленные проявлением основного ваку-
умного состояния бозонного поля, — эффект Ка-
зимира [1] и лэмбовский сдвиг [2] атомных уров-
ней. Оба эффекта являются следствием существо-
вания флуктуаций вакуумного состояния электро-
магнитного поля, описываемого известными гейзен-
берговскими коммутационными соотношениями. И
если лэмбовский сдвиг является прямым проявле-
нием энергии взаимодействия атома с окружающим
электромагнитными полем, то статический эффект
Казимира является следствием изменения гранич-
ных условий задачи, дискретизирующих число воз-
можных состояний полевого энергетического кон-
тинуума в пространстве резонатора. Отметим, что
этот эффект также зарегистрирован с высокой сте-
пенью точности современными экспериментальны-
ми методами [3].

Вместе с тем уже более полувека исследуется и
динамический эффект Казимира, заключающийся в
генерации квантов электромагнитного поля в усло-

* E-mail: trubilko.andrey@gmail.com
** E-mail: basharov@gmail.com

виях периодического изменения параметров кван-
товой системы во времени [4, 5]. Его первое экспе-
риментальное подтверждение осуществлено в рабо-
те [6]. Описание такой системы оказывается эквива-
лентным наличию в ней параметрического генерато-
ра, что было впервые продемонстрировано еще в ра-
боте [7] при условиях гармонического колебания од-
ного из зеркал резонатора в вакууме. Однако созда-
ние безынерционного идеального зеркала, соверша-
ющего колебания, вызывает технические трудности.
Поэтому в работе [8] предложен его аналог с помо-
щью возбуждения в зеркале высокочастотых плаз-
монных колебаний в течение некоторых промежут-
ков времени, которые и продуцируют рождение фо-
тонов внутри резонатора. Такая модуляция коэффи-
циента отражения одного из зеркал и ее отсутствие
отвечают условиям соответственно динамического и
статического эффектов. Квантование классических
уравнений Максвелла с изменяющимися граничны-
ми условиями приводит к модели Мура –Лоу –До-
донова [9–11]. В типичном рассматриваемом слу-
чае периодического изменения граничных условий
или коэффициента преломления среды [4, 5] модель
в представлении взаимодействия содержит быстро
меняющиеся во времени слагаемые.

Чтобы извлечь информацию о такой системе,
ее необходимо рассматривать как открытую систе-
му. При достаточно быстром изменении слагаемых

262



ЖЭТФ, том 159, вып. 2, 2021 Эффективный квантовый осциллятор резонатора. . .

во времени (в представлении взаимодействия) ис-
пользование исходного гамильтониана некорректно
в типичном случае моделирования взаимодействия
с окружением белым шумом. Это доказано в рабо-
те [12], а значительно ранее исследователи подме-
чали, что использование точного исходного гамиль-
тониана в теории открытых систем приводит к ки-
нетическому уравнению для открытой системы, не
отвечающему ее реальной динамике. В то же вре-
мя использование в теории оптических открытых
систем приближения вращающейся волны приводит
к реалистичному кинетического уравнению для от-
крытой системы. Это отмечалось, например, в ра-
боте [13]. В работе [12] также доказано, что исполь-
зование (вместо точного гамильтониана) эффектив-
ного гамильтониана в том представлении, как это
сформулировано в работе [14], адекватно теории от-
крытых оптических систем. Теория эффективного
гамильтониана, в том виде как она представлена в
[14] и в других работах авторов, является алгебраи-
ческой формулировкой теории возмущений, уточня-
ющей и обобщающей приближение вращающей вол-
ны, включая ее как частный случай первого порядка
по взаимодействию. Поэтому представляется есте-
ственным применить алгебраическую теорию воз-
мущений и к задаче о резонаторе с колеблющим-
ся зеркалом. В теории открытых квантовых систем
об использовании указанной алгебраической теории
возмущений говорят как о локальном подходе к тео-
рии открытых квантовых систем.

В условиях, когда гамильтониан резонатора ме-
няется со временем, его описание как открытой
системы во внешнем поле (колеблющееся зеркало)
выделяет в рассматриваемой модели эффективный
квантовый осциллятор как самостоятельный объ-
ект, характеризуемый своей частотой. Эта частота
оказывается сдвинутой по сравнению с частотой ос-
циллятора с неподвижным зеркалом, причем этот
сдвиг может быть экспериментально зарегистриро-
ван. Если резонатор с колеблющимся зеркалом бу-
дет участвовать в обычных для квантовой опти-
ки взаимодействиях с электромагнитными полями,
например, взаимодействуя с ними на неподвижном
зеркале, то при его описании в рамках локально-
го подхода эффективный осциллятор проявится в
качестве основного самостоятельного объекта вза-
имодействия, так что его параметры могут быть
при их помощи зарегистрированы. Подчеркнем, что
рассмотрение резонатора с колеблющимся зеркалом
как открытой системы необходимо для извлечения
спектроскопической информации о нем, а без введе-
ния понятия эффективного осциллятора невозмож-

но корректно говорить об изменениях в спектраль-
ных характеристиках микрорезонатора с осцилли-
рующими параметрами. Такая точка зрения отсут-
ствовала в предыдущих работах.

Рассмотрение резонаторной моды в условиях
внешнего модулирования колебаний одного из зер-
кал как эффективного осциллятора во внешнем по-
ле в некотором смысле оказывается аналогичным
описанию динамики атома в классическом заданном
высокочастотном электромагнитном поле. В обеих
задачах гамильтониан системы оказывается завися-
щим от времени, и затруднительно говорить о спект-
ре гамильтониана всей системы. Можно пользовать-
ся методом Флоке [15], представлениями о квази-
энергии и усредненном гамильтониане, но в данной
задаче они, скорее, затушевывают физику процес-
сов. В случае атома периодическое классическое по-
ле (как резонансное, так и нерезонансное) вызывает
так называемые динамические штарковские сдвиги
атомных уровней за счет высокочастотного эффекта
Штарка [16]. При этом становится возможным гово-
рить о спектре атома и энергии его основного состо-
яния. Аналогично, локальный подход к задаче о ди-
намическом эффекте Казимира позволяет говорить
о спектре эффективного осциллятора и энергии его
основного состояния. Гамильтониан эффективного
осциллятора в дальнейшем будем также именовать
эффективным гамильтонианом осциллятора, пола-
гая, что это естественно с точки зрения теории эф-
фективного гамильтониана и не вызовет недоразу-
мений.

Метод эффективного гамильтониана эквивален-
тен суммированию бесконечного числа членов обыч-
ной теории возмущений, а по сравнению с прибли-
жением вращающейся волны устанавливает жест-
кие ограничения на условия справедливости послед-
него и дает поправки, что часто называют выхо-
дом за приближение вращающейся волны или уче-
том антивращающих слагаемых. Эти поправки мо-
гут быть существенными и иметь эксперименталь-
ное проявление. Например, в случае взаимодействия
атома и вакуумного электромагнитного поля в элек-
тродипольном приближении эти поправки дают аль-
тернативный вывод лэмбовского сдвига, а в случае
атомного ансамбля — учет диполь-дипольного взаи-
модействия. Подчеркнем, что применяемый нами
локальный подход не использует каких-либо искус-
ственных приближений и соображений, а позволяет
естественным образом учитывать основные исполь-
зуемые приближения, отделяя медленную и быстро-
временную динамики задачи. Используемая методи-
ка позволяет провести корректный учет эффектов
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второго порядка, определяемых квантовой интер-
ференцией от различных каналов взаимодействий.
Именно эта естественная адекватность и раскрыва-
ет в полной мере его преимущества по сравнению с
другими методами решения, зачастую выявляя но-
вые явления, как, например, рассматриваемое ниже
в этой статье.

Экспериментальные исследования состояния по-
ля в динамическом эффекте Казимира обычно про-
водят или прямыми спектроскопическими метода-
ми, или посредством регистрации состояния атома,
помещенного в пространство между двумя зеркала-
ми резонатора. Вторая постановка получила назва-
ние квантовой электродинамики резонатора [17] и
обычно осуществляется на ридберговских высоко-
возбужденных состояниях. Аналогичная физичес-
кая ситуация реализуется в спазере [18], описываю-
щем взаимодействие плазмонов с выделенной кван-
товой точкой, отвечающей двухуровневой модели.
В работе [19] найден эффект, согласно которому
быстрая модуляция параметров резонатора приво-
дит к дополнительному лэмбовскому сдвигу рабо-
чих уровней атома в резонаторе, что влияет на ге-
нерируемое состояние поля и приводит к дополни-
тельному механизму рождения квантов.

В этой работе мы обращаем внимание на доста-
точно простой, но в то же время неучтенный эф-
фект. Он заключается в появлении в режиме перио-
дической модуляции параметров системы дополни-
тельного сдвига собственной частоты эффективно-
го осциллятора в основном состоянии. Эксперимен-
тальная регистрация вакуумного состояния эффек-
тивного осциллятора вполне осуществима метода-
ми спектроскопии [20]. Отметим, что в большинстве
работ рассмотрен и реализован случай резонансно-
го взаимодействия, где представленный здесь эф-
фект оказывается завуалирован процессом радиаци-
онного давления порождаемого излучения и резо-
натора. Мы уделяем особое внимание также и слу-
чаю нерезонансного взаимодействия, где представ-
ленный и выявленный эффект проявится в экспе-
рименте в значительно большей мере. В некотором
смысле найденный эффект дополняет результаты
работы [19], полученные для атомного осциллятора
на случай квантового осциллятора. При этом впер-
вые локальный подход квантовой теории применен
к задаче о динамическом эффекте Казимира.

2. ЛОКАЛЬНЫЙ ПОДХОД К ЗАДАЧЕ О
ДИНАМИЧЕСКОМ ЭФФЕКТЕ КАЗИМИРА

Рассмотрим резонатор в модели Мура –Лоу –До-
донова [9–11] для самой простой ситуации одномо-

дового приближения. Гамильтониан такой системы,
в отличие от общего случая действия всех допусти-
мых резонатором осцилляторов на выделенный, за-
висит от операторов рождения a† и уничтожения a
только избранного осциллятора и описывается сле-
дующим полным гамильтонианом системы:

H = H1 +H2,

H1 = �ω(t)a†a,H2 = i�χ(t)
[
a†

2 − a2
]
.

(1)

При записи выражений (1) мы учли модуляцию кон-
станты параметрического взаимодействия

χ(t) =
1

4ω(t)

dω

dt
,

которая моделируется гармонической зависимостью
частоты ω(t) = ω0(1 + ε sin ηt), где ω0 — собствен-
ная частота рассматриваемой моды в статическом
режиме, η — частота модуляции, а глубина модуля-
ции ε считается малым параметром, ε � 1. Такой
закон может быть обеспечен адекватной зависимос-
тью от времени какого-либо параметра системы —
это может быть как гармоническое колебание одно-
го из зеркал, созданное, например, колебаниями по-
верхностной плазмонной моды, так и соответствую-
щая зависимость его характеристик, например ко-
эффициента пропускания от времени. Заметим, что
мы выбираем традиционный вид гамильтониана для
рассматриваемой задачи, который обычно исполь-
зуется в задачах квантовой оптики [21] и кванто-
вой электродинамики [22] резонаторов для генера-
ции электромагнитных полей в квантовых состоя-
ниях.

Удобно переписать выражение (1) в виде

H = H0 + V1 + V2, (2)

где выделены гамильтониан стационарной задачи
H0 = �ω0a

†a и два зависящих от времени слагае-
мых, отвечающих малым возмущениям:

V1 = −i�ω0

2
ε(eiηt − e−iηt)a†a,

V2 = i
�εη cos ηt

4
(a†

2 − a2).

Указанное разделение полного гамильтониана и
выделение слагаемых, отвечающих малому возму-
щению системы и параметрическому взаимодейст-
вию, позволяют построить эффективный гамильто-
ниан системы. Для этого воспользуемся методами
алгебраической теории возмущений [14]. Его основ-
ная парадигма состоит в нахождении такого вида
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оператора унитарного преобразования, применение
которого к гамильтониану системы и ее волновой
функции позволяет провести усреднение по быстро-
протекающим процессам. Основным критерием при-
менения метода является получение гамильтониана
такого вида, в котором отсутствуют быстро меняю-
щиеся во времени слагаемые в представлении вза-
имодействия. Совершим унитарное преобразование
T̂ над вектором состояния |Ψ〉 системы, |Ψ̃〉 = T̂ |Ψ〉,
который теперь описывается уравнением

i�
d

dt
|Ψ̃〉 = H̃ |Ψ̃〉

с преобразованным гамильтонианом

H̃ = T̂HT̂ † − i�T̂
d

dt
T̂ †. (3)

Для дальнейшего рассмотрения удобно перейти
к представлению взаимодействия Дирака, отмечая
вектор состояния |Ψ(t)〉 аргументом t и представляя
уравнение Шредингера как

i�
d

dt
|Ψ(t)〉 =

(
V1(t) + V2(t)

)
|Ψ(t)〉, (4)

где выделенные взаимодействия имеют следующий
вид:

V1(t) = −i�ω0

2
×

× ε {exp[i(2ω0 +Δ)t]− exp[−i(2ω0 +Δ)t]} a†a,

V2(t) = i
�εη cos (2ω0+Δ)t

4
×

× [a†
2

exp(2iω0t)−a2 exp(−2iω0t)].

При записи последних мы представили частоту мо-
дуляции как η = 2ω0 +Δ.

Рассмотрим два случая — наличие и отсутствие
в системе каких-либо резонансов.

В случае отсутствия резонансов считаем отст-
ройку Δ большой, и слагаемые, содержащие функ-
ции exp(−iω0t), exp(−iΔt), являются быстроменяю-
щимися функциями времени.

Совершая унитарное преобразование уравнения
(4), найдем уравнение для преобразованного векто-
ра |Ψ̃(t)〉:

i�
d

dt
|Ψ̃(t)〉 = Ṽ eff (t)|Ψ̃(t)〉, (5)

которое определяется искомым эффективным га-
мильтонианом Ṽ eff (t) системы. Последний, в свою

очередь, зависит от количества слагаемых, которые
учитываются в разложениях по малым параметрам
задачи,

Ṽ eff (t) = Ṽ (1,0)(t) + Ṽ (0,1)(t) + Ṽ (1,1)(t) + . . . , (6)

где первый верхний индекс указывает порядок
разложения по взаимодействию V1(t), а правый —
по взаимодействию V2(t). Представим оператор
унитарного преобразования через генератор T̂ =

= exp
( − iS(t)

)
, S(t) = S†(t), который также

разложим в ряд по этим же параметрам:

S(t) = S(1,0)(t) + S(0,1)(t) + S(1,1)(t) + . . . (7)

Воспользовавшись известной формулой разло-
жения Бейкера –Кемпбелла –Хаусдорфа для произ-
вольного оператора O и эрмитова оператора R,

eiRtOe−iRt = O + i
[
R,O

]
+
i2

2!

[
R,
[
R,O

]]
+

+
i3

3!

[
R,
[
R,
[
R,O

]]]
+ . . . ,

приравняем соответствующие порядки в уравне-
нии (3).

Для случая отсутствия резонансов в системе опе-
раторы V1(t) и V2(t) отвечают объединенному опера-
тору V (t) = V1(t) + V2(t), характеризуемому одним
малым параметром ε. Введем соотношения

Ṽ (1)(t) = Ṽ (1,0)(t) + Ṽ (0,1)(t),

S(1)(t) = S(1,0)(t) + S(0,1)(t),

Ṽ (2)(t) = Ṽ (2,0)(t) + Ṽ (0,2)(t),

Ṽ (1,1)(t) = 0, S(2)(t) = S(2,0)(t) + S(0,2)(t).

Тогда первый порядок теории возмущений отвечает
уравнению

Ṽ (1)(t) = V (t) + �
d

dt
S(1)(t) = 0,

которое определяет следующий явный вид операто-
ра S(1)(t) в условиях адиабатического начала осцил-
ляции:

S(1)(t) =
εω0

2η
(eiηt − e−iηt)a†a−

− εη

8
a†

2

(
exp[i(2ω0 + η)t]

2ω0 + η
+
exp[i(2ω0 − η)t]

2ω0 − η

)
−

− εη

8
a2
(
exp[−i(2ω0 − η)t]

2ω0 − η
+
exp[−i(2ω0 + η)t]

2ω0 + η

)
.

Для второго порядка следует уравнение

Ṽ (2)(t) = − i

2

[
S(1)(t), V (t)

]′
,
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где штрих означает, что в выражении оставлены
только медленно меняющиеся во времени слагае-
мые. Обратим внимание, что в приведенной фор-
муле перед коммутатором стоит сомножитель −i/2
вместо−i, если было бы использовано только второе
слагаемое разложения Бейкера –Кемпбелла –Хаус-
дорфа. Различие связано с корректным учетом сла-
гаемого второго порядка в последнем слагаемом
правой части уравнения (3).

Явное выражение для Ṽ (2)(t) имеет простой вид:

Ṽ (2)(t) = −�
(εη)2

16

(
a†a+

1

2

)
×

×
[

1

2ω0 + η
+

1

2ω0 − η

]
. (8)

Для случая нерезонансного взаимодействия выра-
жение (8) является единственным слагаемым пер-
вого неисчезающего порядка в картине взаимодей-
ствия и определяет динамику системы. В картине
Шредингера ему отвечает эффективный гамильто-
ниан H0 + Ṽ (2), описывающий эффективный осцил-
лятор. Здесь Ṽ (2) = Ṽ (2)(t) и мы опустили знак ар-
гумента, поскольку явное наличие аргумента време-
ни отмечает представление взаимодействия.

Среднее значение оператора Ṽ (2)(t) можно най-
ти разными способами, поскольку оно определено
средним значением оператора a†a числа возбуж-
дений системы. Например, это можно сделать пу-
тем построения гейзенберговых уравнений движе-
ния в представлении взаимодействия. В данном слу-
чае очевидно, что исследуемый оператор a†a явля-
ется интегралом движения, а его среднее определя-
ется начальным значением в вакуумном состоянии,
следовательно, равно нулю. Физически это означа-
ет, что вакуумное состояние не развивается в этом
порядке разложения, а поправка к энергии основно-
го состояния определена его флуктуациями и уже
учтена.

Эта поправка к энергии основного состояния
квантового осциллятора, производимая в динамиче-
ском эффекте, для случая отсутствия резонансов в
системе равна

ΔE = − (εη)2

32

[
1

2ω0 + η
+

1

2ω0 − η

]
. (9)

Именно эта величина и характеризует дополнитель-
ный стационарный энергетический сдвиг основного
состояния осциллятора резонатора, который здесь
выступает в роли эффективного осциллятора. Под-
черкнем, что она также продуцирована коммута-
ционными соотношениями операторов рождения и
уничтожения фотонов.

Рассмотрим случай двухфотонного резонанса в
системе в условиях, когда η ≈ 2ω0, а отстройка час-
тот Δ — величина малая. Тогда, используя разло-
жения (6), (7) и применяя формулу Бейкера –Кемп-
белла –Хаусдорфа, в первом порядке имеем

Ṽ (1,0)(t) = �
d

dt
S(1,0)(t) + Ṽ (1)(t) = 0,

S(1,0)(t) = εω0
cos((2ω0 +Δ)t)

2ω0 +Δ
a†a,

Ṽ (0,1)(t) = �
d

dt
S(0,1)(t) + Ṽ (2)(t) =

= i�
εη

8

(
e−iΔta†

2 − eiΔta2
)
,

(10)

S(0,1)(t) =
εη

8

(
exp[i(4ω0 +Δ)t]

4ω0 +Δ
a†

2

+

+ a2
exp[−i(4ω0 +Δ)t]

4ω0 +Δ

)
.

Представим выражения и для вторых порядков:
Ṽ (2,0)(t) = Ṽ (1,1)(t) = 0,

Ṽ (0,2)(t) = − i

2

[
S(0,1)(t), V2(t)

]′
=

= −�
(εη)2

32

1 + 2a†a
4ω0 +Δ

.

(11)

Заметим, что в представлении Шредингера эф-
фективный гамильтониан резонатора имеет вид

H = H̃eff
0 + i�

εη

8

(
a†

2

exp(−2iω0t)− a2 exp(2iω0t)
)
,

H̃eff
0 = H0 − �

(εη)2

32

1 + 2a†a
4ω0 +Δ

.

Здесь H̃eff
0 — гамильтониан эффективного осцилля-

тора, а его взаимодействие с движущимся зеркалом
описывается оператором

i�
εη

8

(
a†

2

exp(−2iω0t)− a2 exp(2iω0t)
)
.

Необходимые для дальнейшего средние от опера-
торов наиболее просто могут быть определены в гей-
зенберговской картине взаимодействия, эволюцию
операторов в которой будем обозначать, чтобы не
было путаницы, нижними индексами. Динамика си-
стемы в главном порядке определяется теперь имен-
но взаимодействием (10), которое описывает явле-
ние вырожденной параметрической генерации. Эво-
люция операторов рождения и уничтожения в про-
стом случае exp(±iΔt) ≈ 1 сводится к известному
преобразованию

at = a0 ch r + a†0 sh r,

где нижний индекс «0» отвечает начальным услови-
ям, а r = (εη/4)t — параметр сжатия.
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Усредним теперь искомые средние по исходному
вакуумному состоянию. В этом случае не зависящая
от времени добавка к энергии определяется соотно-
шением

−�
(εη)2

32

1

4ω0 +Δ
.

Остальные средние зависят от параметра сжатия,
который, в свою очередь, определяется временем
взаимодействия. В частности, слагаемое от среднего
числа рожденных из вакуума квантов возбуждения,
〈a†tat〉 = sh2 r, определяет радиационное давление.

В исходной шредингеровской картине развитому
из основного вакуумного состояния эффективного
осциллятора отвечает его сжатое вакуумное состоя-
ние, а его средняя энергия наряду со стационарным
сдвигом в том же порядке имеет зависящее от вре-
мени слагаемое от среднего значения числа квантов
возбуждения, полученных в процессе вырожденной
параметрической генерации.

Отметим, что найденные в задаче величины не
зависят от выбора модуляции частоты в форме
ω(t) = ω0(1 + ε sin ηt) или ω(t) = ω0(1 + ε cosηt).

С точки зрения унитарной симметрии квантовой
теории, задачу можно исследовать диагонализацией
исходного гамильтониана. Последнее отвечает гло-
бальному подходу квантовой теории и также осу-
ществляется унитарным преобразованием, напри-
мер методом непрерывного унитарного преобразова-
ния [23–25]. В обсуждаемой задаче диагонализация
гамильтониана (1) не проводилась. Локальный под-
ход в рассматриваемых условиях оказывается про-
ще и эффективнее. Диагональная часть эффектив-
ного гамильтониана уже содержит основные поправ-
ки и вводит понятие эффективного осциллятора, ко-
торое сохраняется при учете возможных новых вза-
имодействий при рассмотрении резонатора с колеб-
лющимся зеркалом как объекта теории открытых
квантовых систем. Дальнейшая диагонализация эф-
фективного гамильтониана дает поправки к уже по-
лученным величинам более высокого порядка мало-
сти [14].

Проанализированная здесь ситуация, когда в
динамическом эффекте Казимира уровни энергии
стационарного режима гармонического осциллято-
ра приобретают дополнительный энергетический
сдвиг, по нашему мнению, является чрезвычайно
важной с фундаментальной точки зрения. Приве-
дем следующее рассуждение в простейшем случае.
Найдем силу Казимира как производную убыли ра-
боты E , совершенной при адиабатическом измене-
нии размера � квантования одномерного резонатора
[26]. Эту физическую величину в статическом слу-

чае найдем как помодовую разность энергии элек-
тромагнитного поля внутри резонатора и в свобод-
ном пространстве. Единственная собственная часто-
та одночастотного резонатора из граничных усло-
вий определена соотношением ω0 = πc/�, где c —
скорость света. Для случая свободного простран-
ства собственная энергия равна нулю ввиду устрем-
ления собственного размера к бесконечности. Ве-
личина силы притяжения в этом случае определя-
ется соотношением F = −�ω2

0/2πc. Отметим, что
собственная энергия всех остальных мод свободно-
го пространства не зависит от параметра � и вклада
в значение силы не дает. Этот же результат может
быть получен и путем адиабатического изменения
параметра проницаемости двух стенок, разграничи-
вающих одномерное пространство.

Регистрация предложенного явления может
быть осуществлена в следующем эксперименте.
Пусть резонатор представляет собой два параллель-
ных зеркала, где только одно подвергается дина-
мическим осцилляциям, а другое непосредственно
служит для регистрации силы Казимира. Различия
наблюдаются в разнице значений величины силы
по сравнению с ситуацией, когда оба зеркала непо-
движны, а эксперимент статичен. Отметим, что к
настоящему времени удалось зарегистрировать ве-
личину энергии основного состояния осциллятора
по эффекту возникновения сжатых квантовых со-
стояний параметрического генератора [20]. Кроме
того, развитие методов исследования в нанометро-
вом диапазоне [27], как, например, совершенствова-
ние метода динамической голографии [28], позволя-
ет надеяться на регистрацию рассмотренного нами
эффекта.

3. ОБСУЖДЕНИЕ

Представленное применение методов локально-
го подхода квантовой теории к динамическому эф-
фекту Казимира демонстрирует возможность сле-
дующего общего подхода к подобным задачам. По-
лученный вид эффективного гамильтониана задачи
в резонансном и нерезонансном случаях достаточ-
но универсален. Локальный подход основан на ал-
гебраической теории возмущений [12, 14, 29], кото-
рая позволяет получать эффективные гамильтони-
аны задач типа Мура –Лоу –Додонова в областях
параметров, в которых частотный спектр системы
четко обусловлен одной или несколькими характер-
ными частотами, а некоторые взаимодействия могут
считаться малыми. При этом локальный подход да-
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ет возможность обсуждать и исследовать спектры
основных эффективных компонент открытой систе-
мы. Виды эффективных гамильтонианов здесь уни-
версальны и определяются помимо структуры спек-
тра подсистем открытых систем, в которой возмож-
ны различные резонансные условия, алгеброй опе-
раторов задачи. Поэтому определенные в данной
работе эффективные гамильтонианы для случаев
нерезонансного изменения параметров и двухкван-
тового резонанса при изменении параметров могут
быть получены путем применения алгебраической
теории возмущений к фундаментальным квантовым
моделям Джейнса –Каммингса [30] и Тависа –Кам-
мингса [31], в которых константы взаимодействия
фотонной моды с атомами промодулированы и рас-
смотрены соответствующие резонансные (или нере-
зонансные) условия. Соответствующие вычисления
здесь стандартны и аналогичны [32].

При этом возникающие сдвиги энергетических
уровней и константы связи следует рассматривать
как параметры теории, которые могут быть получе-
ны в результате прямого квантования классической
модели задачи, как это проделано в классических
работах [9–11]. Отметим, что до сих пор для анали-
за эффектов в условиях квантовой модели, вызван-
ных периодическими изменениями ее параметров,
практикуется непосредственное квантование исход-
ной классической модели, как, например, в недавней
работе [33], в которой, как и раньше [9–11], ничего
не говорится о роли эффективного квантового ос-
циллятора и его возможном сдвиге энергии.

Подход на основе алгебраической теории воз-
мущений при применении к известным квантовым
моделям (минуя стадию первичного квантования)
оставляет в стороне лишь вопросы и эффекты, свя-
занные с нетривиальным адиабатическим измене-
нием параметров квантовой системы. Но при этом
локальный подход к известным моделям позволя-
ет вводить понятия эффективных составляющих
открытых систем и сразу представлять и анализи-
ровать возможные новые физические эффекты, обу-
словленные периодическим изменением каких-либо
параметров рассматриваемой модели в очерченных
рамках. Поэтому представленный в работе подход
дает теоретическую основу для дальнейших иссле-
дований динамики резонатора с периодической мо-
дуляцией границ как открытой системы. При этом
параметры возникающих эффективных компонент
доступны экспериментальным измерениям.

Финансирование. Работа выполнена при
частичной финансовой поддержке Российского

фонда фундаментальных исследований (грант
№19-02-00234а).
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Обсуждается возможность поддержания разряда в ксеноне, эффективно излучающем свет в диапазоне
длин волн 11.2 нм± 1%, субнаносекундным импульсом терагерцевого излучения. Проведено моделиро-
вание такого разряда для параметров, характерных для экспериментов с использованием современных
лазеров на свободных электронах в качестве источников мощного терагерцевого излучения. Показано,
что модернизированный лазер на свободных электронах в ИЯФ СО РАН (NovoFEL-3) позволит под-
держивать точечный плазменный разряд с плотностью возбужденных ионов Xe10+–Xe11+, достаточной
для выхода экстремального ультрафиолетового излучения со средней мощностью 35 Вт в диапазоне
11.2 нм± 1%.

DOI: 10.31857/S0044451021020073

1. ВВЕДЕНИЕ

Интерес к разработке источников экстремально-
го ультрафиолетового (ЭУФ) излучения с длиной
волны 9–14 нм связан с развитием проекционной
литографии: переход к более коротковолновому из-
лучению для экспонирования позволяет уменьшить
размеры элементов интегральных схем, обеспечивая
большую производительность при прочих равных
условиях [1].

В качестве эффективного механизма генерации
ЭУФ-излучения может выступать спонтанное ли-
нейчатое излучение неравновесной плазмы многоза-
рядных ионов. С повышением заряда иона его ли-
нейчатый спектр смещается в более коротковолно-
вую область. Для ионов определенных элементов
практически все излучение может лежать в диапа-
зоне 5–100 нм уже при кратности 3+ и выше [2].

* E-mail: abramov@appl.sci-nnov.ru
** E-mail: egos@ipfran.ru

Излучение в ЭУФ-диапазоне может быть сфокуси-
ровано для дальнейшего использования лишь опти-
кой на основе многослойных зеркал [3]. Диапазон
длин волн, в котором многослойные зеркала эффек-
тивно отражают ЭУФ-излучение, довольно узкий:
13.5 нм±1% для Mo/Si-оптики, 11.2 нм±1% для оп-
тики на основе Ru/Be- и Mo/Be-зеркал [4]. Это опре-
деляет целевые (стандартные) диапазоны ЭУФ-из-
лучения для промышленного применения. Реализа-
ция эффективных источников ЭУФ-света в стан-
дартных диапазонах требует ионов более высокой
зарядности и специального подбора элементов. Так,
для получения излучения в диапазоне 13.5 нм± 1%
требуются ионы олова Sn7+– Sn12+, а для диапазона
11.2 нм ± 1% требуются ионы ксенона Xe10+ [5, 6].
Необходимая плазма, как правило, создается в ре-
зультате воздействия излучения лазера на жидкую
оловянную [7,8] или газообразную ксеноновую [9,10]
мишень.

Для эффективного поглощения лазерного излу-
чения требуется плазма с концентрацией электро-
нов более 1019 см−3, однако такие плотности не
являются оптимальными для генерации целевого

270



ЖЭТФ, том 159, вып. 2, 2021 Источник экстремального ультрафиолетового излучения. . .

ЭУФ-излучения [2,11]. Перенос излучения с длиной
волны порядка 10 нм в настолько плотной плазме
затруднен эффектом запирания, состоящим в ак-
тивном перепоглощении этого излучения ионами и
в последующем гашении возбуждения ионов элек-
тронным ударом [12]. Для разряда с характерны-
ми размерами в десятки микрометров этот эффект
не оказывает заметного влияния на выход ЭУФ-из-
лучения при концентрациях ионов меньше или по-
рядка 1017 см−3, что, с учетом кратности иониза-
ции 9–10, соответствует концентрациям электронов
до 1018 см−3 [2]. При использовании газообразной
мишени существенны также потери на поглощение
ЭУФ-излучения окружающим разряд нейтральным
газом [10]. Для слоя газа толщиной порядка размера
разряда эффект существенно снижает выход излу-
чения при концентрациях газа порядка 1019 см−3 и
выше [13].

Разряд с плотностью электронов порядка
1018 см−3 будет наиболее эффективно погло-
щать электромагнитные волны с длиной волны
20–30 мкм, т. е. с частотой 10–15 ТГц. Продемон-
стрировать разряд такого типа на сегодняшний
момент — довольно трудная задача, поскольку
источников терагерцевого (ТГц) излучения с до-
статочной мощностью немного. Если речь идет об
излучении мощностью более 1 Вт, то на данный
момент можно указать всего два типа источников —
это субТГц-гиротроны и ТГц-лазеры на свободных
электронах (ЛСЭ).

Большинство субТГц-гиротронов работают на
частотах от 250 до 700 ГГц с пиковой мощностью
до 100 кВт [14]. Генерация излучения на частоте
1 ТГц является рекордом для современных гиротро-
нов, на этой частоте получена мощность до 2 кВт в
импульсе [15, 16]. Вопрос использования таких ги-
ротронов для поддержания плазмы, излучающей в
ЭУФ-диапазоне, подробно исследован теоретически
[2, 17–20], разряд такого типа продемонстрирован
в экспериментах [13, 21]. ЛСЭ могут генерировать
ТГц-излучение более высоких частот, в том числе
и частоты более 10 ТГц [22, 23]. При высокой пи-
ковой мощности излучения, ЛСЭ обладает корот-
ким (1–100 пс) по сравнению с гиротронами импуль-
сом излучения. Сложность синхронизации затруд-
няет его использование для испарения жидкой кап-
ли-мишени, но оставляет возможность применения
для поддержания разряда в непрерывном потоке га-
за.

В данной работе теоретически исследованы осо-
бенности поддержания разряда такого типа в ксено-
новой мишени, а именно:

• установлено, каким требованиям помимо дли-
ны волны должен удовлетворять импульс ТГц-из-
лучения для создания разряда оптимальной плот-
ности, излучающего в ЭУФ-диапазоне; проведена
оценка, какие из действующих и планируемых ЛСЭ
для этого подходят (разд. 2);

• выполнено моделирование разряда, поддержи-
ваемого коротким импульсом ТГц-излучения ЛСЭ
в ксеноне, установлены характерные параметры по-
лучаемой многозарядной плазмы и ее линейчатого
излучения (разд. 3).

2. ТРЕБОВАНИЯ К ЛСЭ

Многозарядная плазма несовместима с непол-
ной ионизацией газа. При интенсивностях полей,
характерных для ТГц-ЛСЭ, основным механизмом
ионизации является ионизация электронным ударом
[24, 25], при этом сечение ионизации нейтрального
газа, как правило, существенно превышает сечения
ионизации ионов высокой кратности [26]. Так, на-
пример, различие между сечениями ионизации ней-
трального и десятикратно ионизированного ксено-
на составляет два порядка. Если допустить сопоста-
вимые концентрации многозарядных ионов и нейт-
рального газа, то энергия, в первую очередь, идет на
ионизацию нейтральных атомов. Более того, иони-
зация электронным ударом происходит последова-
тельно: ион с зарядом Z появляется из иона с за-
рядом Z − 1, а вероятность его появления пропор-
циональна концентрации иона-источника. Поэтому
пока степень ионизации плазмы далека от 100%, ве-
роятность появления ионов кратностью выше Xe2+

ничтожна (малы не только сечения их появления, но
и концентрация источников). Таким образом, необ-
ходимым условием создания плазмы многозаряд-
ных ионов является обеспечение возможности пол-
ной ионизации нейтрального газа.

Длительность импульса ЛСЭ мала по сравнению
с характерным временем tis разлета плазмы. Это
время можно оценить, считая, что характерный мас-
штаб разряда совпадает с длиной волны λ поддер-
живающего ТГц-излучения, а средняя скорость кол-
лективного (амбиполярного) движения электронов
и ионов совпадает с ионно-звуковой скоростью:

tis = λ/
√
ZeffEe/mi, (1)

где Ee — средняя энергия электронов, Zeff и mi —
эффективный заряд и масса ионов. Характерное
время разлета плазмы ксенона, поддерживаемой ла-
зерным излучением c длиной волны 20 мкм при
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средней энергии около 100 эВ составляет tis ≈ 3 нс
при Zeff = 1, что как минимум на порядок превы-
шает длительность ТГц-импульса. Это означает, что
нарабатываемая за время импульса плазма накап-
ливается в каждой точке пространства независимо,
движением плазмы и потерями частиц можно пре-
небречь. По этой же причине разница в динамиче-
ских давлениях холодных атомов и горячих элек-
тронов не успевает вызвать разницы в их концентра-
циях, поэтому концентрация ne электронов плазмы
при полной однократной ионизации будет близка к
начальной концентрации n0 нейтрального газа, при
которой реализуется пробой.

Если объем, занимаемый газом, много мень-
ше области, занимаемой электромагнитным полем
ТГц-излучения, то значительная часть излучения
пролетит мимо газообразной мишени и будет поте-
ряна. Поэтому имеет смысл рассматривать разряд в
газе, занимающем область, сопоставимую или пре-
восходящую размеры области, занимаемой ТГц-по-
лем. В этом случае характерный размер разряда,
развивающегося в газе в отсутствие потерь час-
тиц, будет определяться размерами области, заня-
той электромагнитным полем, т. е. будет иметь ха-
рактерные размеры порядка длины волны λ ТГц-из-
лучения (в случае предельной фокусировки) или
больше. Концентрация электронов ne в этом случае
не может сильно превосходить критическую концен-
трацию ncr, при которой происходит отсечка излу-
чения на длине волны λ (ncr = πmec

2/e2λ2, или
ncr [см−3] ≈ 1013λ [см]−2 [27]). Таким образом,
в развитой стадии рассматриваемого разряда име-
ем ne ∼ ncr.

Резюмируем выводы:
• для создания многозарядной плазмы необходи-

ма полная ионизация;
• в случае полной однократной ионизации кон-

центрация электронов порядка начальной концен-
трации нейтрального газа;

• в развитой стадии разряда концентрация элек-
тронов порядка критической концентрации,
и получаем важное ограничение: начальная концен-
трация нейтрального газа не должна превосходить
критическую концентрацию электронов. В против-
ном случае в разряде не реализуется полная иониза-
ция газа, а следовательно, не будет многозарядных
ионов.

С другой стороны, за время работы лазера дол-
жен произойти пробой газа, т. е. должна успеть раз-
виться электронная лавина. При предельно сфо-
кусированном ТГц-излучении в область с радиу-

сом, равным длине волны λ, осцилляторная энергия
электрона может быть оценена как

W =
2e2P0

π2mec3
, (2)

где P0 — мгновенная мощность ТГц-излучения в пи-
ке импульса,me — масса электрона, e— заряд элект-
рона, c — скорость света в вакууме. В полях, харак-
терных для излучения ЛСЭ, осцилляторная энергия
W ∼ 100 эВ. Частота излучения ЛСЭ и частота со-
ударений электронов с нейтральными атомами при
концентрации газа n0 ∼ 1018 см−3 сопоставимы. В
этих условиях Ee ∼ W , т. е. средняя энергия элек-
тронов на начальном этапе развития разряда есть
просто их осцилляторная энергия. Условие разви-
тия электронной лавины за время действия импуль-
са длительностью tp можно представить как [28]

Ni = ki0n0tp � 1. (3)

Здесь Ni — количество актов ионизации на один
электрон за время импульса, ki0 — константа иони-
зации нейтрального газа при Ee ∼W .

Если условие развития электронной лавины вы-
полнено, то дальнейшее развитие разряда идет по
следующему сценарию. Пока концентрация элек-
тронов меньше критической величины ncr, электро-
ны эффективно греются. Поскольку потерь частиц
нет, энергия электронов тратится только на иони-
зацию и возбуждение ионов, а излишек запасает-
ся в средней энергии кинетического движения элек-
тронов. Тяжелые частицы при этом остаются хо-
лодными. Когда концентрация электронов превос-
ходит критическое значение, большая часть энер-
гии падающего на плазменное образование электро-
магнитного поля начинает отражаться. Нагрев элек-
тронов прекращается, но они продолжают тратить
запасенную энергию на ионизацию и возбуждение
ионов — плазма остывает. Плазма с высоким сред-
ним зарядом остывает быстро, поскольку времена
жизни ее излучательных переходов невелики. Так,
наиболее интенсивные линии Xe10+ характеризуют-
ся временами порядка 0.1 пс. После остывания плаз-
ма эффективно распадается за счет рекомбинации,
причем ионы с большими зарядовыми числами Z

пропадают первыми, поскольку частота рекомби-
нации растет пропорционально Z3 [29]. Например,
время рекомбинации для Xe10+ составляет 100 пс
при ne = 6 · 1018 см−3 и Ee = 10 эВ. Типичные
для ЛСЭ частоты следования импульсов составля-
ют 10–100 МГц, поэтому многозарядная плазма пол-
ностью распадается к началу следующего импульса.
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Таблица 1. Характерные параметры современных
ЛСЭ

λ, мкм tp, пс P0, МВт W , эВ Ni

NovoFEL-1 130 75 0.7 8 0.1

NovoFEL-2 37 20 3 36 2.7

NovoFEL-3 11 20 1.5 18 16.4

FELIX-1 25 5 7 83 2.2

FELIX-2 25 5 25 297 2.5

FEL-TUS FIR 25 20 5 59 7.7

FELBE U100 18 1 5 59 0.7
FEL FIR-1
(Osaka)

20 5 5 59 2.9

Моделиро-
вание

20 20 10 119 14.6

Примечание. Величина Ni рассчитана для ксе-
ноновой плазмы. В последней строке приведены
параметры, использованные при моделировании
режима горения разряда, обсуждаемого в разд. 3.

В табл. 1 приведены характеристики режи-
мов работы существующих ТГц-ЛСЭ: NovoFEL
(ИЯФ СО РАН, Новосибирск, Россия), FELIX (Уни-
верситет Неймегена, Нидерланды), FEL-TUS FIR
(Токийский университет науки, Япония), FELBE
(Гельмгольц-Центр Дрезден–Россендорф, Дрезден,
Германия), Osaka FEL FIR-1 (Университет Осаки,
Япония). Характерные мощности и длительности
импульсов взяты из сводной таблицы ТГц-лазеров,
составленной Гельмгольц-Центром Дрезден–Россен-
дорф, Германия [22], и из обзора [23]. Две установки
из табл. 1 удовлетворяют условию (3): NovoFEL-3 и
FEL-TUS FIR.

Для нас наибольший интерес представляет уста-
новка NovoFEL-3, т. е. планируемая третья очередь
новосибирского ЛСЭ. К сожалению, эта установ-
ка не вполне оптимальна для нашей задачи из-за
слишком малой длины волны излучения, которая
соответствует критической концентрации электро-
нов 1019 см−3. При такой концентрации происходит
эффективное запирание ЭУФ-линий (11.2 нм± 1%)
в объеме разряда, кроме того, возможно поглоще-
ние ЭУФ-излучения окружающим нейтральным га-
зом [13]. Меньшая же плотность буферного газа
приведет к снижению эффективности поглощения
ТГц-излучения.

Рис. 1. Схема эксперимента по генерации ЭУФ-света в раз-
ряде, поддерживаемом полем ТГц-ЛСЭ

Оптимальной баланс между поглощением
ТГц-излучения и выходом ЭУФ-излучения реали-
зуется при критической концентрации электронов
плазмы (2–3) · 1018 см−3, что соответствует длине
волны ТГц-излучения около 20 мкм. Переход
к длине волны 20 мкм при сохранении дли-
тельности импульса 20 пс и мощности 1.5 МВт
соответствует существенному уменьшению пара-
метра Ni. Для поддержания его на прежнем уровне
требуется P0 ∼ 10 МВт. Именно эти параметры,
отраженные в последней строке табл. 1, мы возьмем
за основу для моделирования в следующем разделе.
И длина волны, и мощность ТГц-излучения такого
уровня изначально планировались как достижимые
для третьей очереди новосибирского ЛСЭ, но к
настоящему времени не были продемонстриро-
ваны экспериментально из-за технологических
сложностей [30, 31].

3. МОДЕЛИРОВАНИЕ РАЗРЯДА

Рассмотрим процесс, схема которого представле-
на на рис. 1. Поток нейтрального ксенона расширя-
ется в откачиваемый объем, что создает градиент
концентрации газа с резким максимумом в окрест-
ности сопла. Навстречу распространяется предель-
но сфокусированный пучок ТГц-излучения, кото-
рый пробивает газ и поддерживает импульсный
плазменный разряд с (возможно) многозарядными
ионами. Будем строить одномерную модель такого
разряда: параметры плазмы зависят от времени t

и координаты z вдоль газовой струи. В начальный
момент времени будем считать заданным распреде-
ление концентрации нейтрального газа n0(0, z); для
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развития пробоя допустим также наличие затравоч-
ных электронов с концентрацией ne � n0. Началь-
ная концентрация нейтрального газа в сопле в на-
ших расчетах составляет 2.5 · 1018 см−3, начальная
степень ионизации 1%. Как уже отмечалось выше,
для моделирования разряда, эффективного для ге-
нерации ЭУФ-света, в качестве базового мы исполь-
зовали набор параметров «оптимизированного» экс-
перимента на NovoFEL, заданный в последней стро-
ке табл. 1.

Установим иерархию характерных времен. Вре-
мя tis, на котором скажутся эффекты, связанные
с разлетом плазмы, согласно оценке (1) составля-
ет единицы наносекунд. Перераспределение энергии
электронов внутри разряда за счет теплопроводно-
сти определяется не ионно-звуковой скоростью, а
тепловой скоростью электронов; характерное вре-
мя tth этого процесса составляет десятки пикосе-
кунд. Время tc между соударениями электрона с
атомами и ионами ксенона при их концентрациях
n0 ∼ 1018 см−3 составляет 0.1–1 пс и уменьшается
как 1/Z2 с ростом заряда иона [28]. Нижняя грани-
ца применимости квазистационарного приближения
при описании электромагнитного поля есть время
tem = 1/ω = λ/2πc; при λ = 20 мкм имеем tem ≈
≈ 10 ас. Таким образом получаем

tem � tc � tp � tth � tis. (4)

Характерные времена, на которых мы будем рас-
сматривать развитие разряда, по порядку величины
совпадают с длительностью tp импульса излучения
ЛСЭ и лежат между временами свободного пробега
электронов tc и перераспределения энергии элект-
ронов за счет теплопроводности tth. Поэтому при
моделировании импульсного ТГц-разряда мы будем
пренебрегать эффектами диффузии и теплопровод-
ности для плазмы и волновым запаздыванием для
электромагнитного поля.

Если пренебречь пространственным транспор-
том энергии и частиц плазмы, то разряд можно опи-
сать с помощью балансных уравнений для концент-
рации возбужденных nj и невозбужденных nj нейт-
ральных атомов (при j = 0) и ионов (при j =

= 1, . . . , jmax) Xej+ плюс уравнение для средней
энергии электронов Ee:
dEe
dt

=
∑
s

as,
dnj
dt

=
∑
s

bsj ,
dnj
dt

=
∑
s

csj . (5)

Коэффициенты as, bsj и csj , описывающие элемен-
тарные процессы, представлены в табл. 2. В инте-
ресующих нас условиях основное влияние на ди-

Рис. 2. а) Схематическое изображение неупругих процес-
сов в плазме разряда. б) Упрощенная схема неупругих про-

цессов

намику разряда оказывают следующие элементар-
ные процессы: упругие электрон-ионные соударе-
ния, ионизация, возбуждение, дезактивация (гаше-
ние) ионов электронным ударом, тройная рекомби-
нация и линейчатое излучение ионов. Диаграмма
неупругих процессов изображена на рис. 2а. Про-
цессы фоторекомбинации можно исключить из рас-
смотрения, поскольку при характерных для разря-
да плотности плазмы и средней энергии электронов
тройная рекомбинация существенно вероятнее [28].
Данные о сечениях ионизации взяты из работы [26].
Сечения возбуждения и гашения определены в при-
ближении Бете [32]. Необходимые для этого харак-
теристики линий ионов ксенона, включая коэффи-
циенты Эйнштейна, рассчитаны при помощи кода
Коуэна [33]. Исключение составляет Xe10+, для ко-
торого есть основанные на спектроскопических из-
мерениях результаты [5]. Данные о факторе Гаун-
та, используемом в приближении Бете, взяты из ра-
бот [34,35]. Данные о транспортном сечении упругих
соударений электронов с атомами взяты из работ
[36,37]. Данные об упругих соударениях заряженных
частиц и тройной рекомбинации почерпнуты из мо-
нографии [28], а для многозарядных ионов — из [29].

Связанно-связанные переходы электронных со-
стояний в ионах моделируются на основе подхода,
предложенного нами ранее [2], со следующим упро-
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Таблица 2. Коэффициенты балансных уравнений (5)

s as bsj csj Комментарий

1 −δ
jmax∑
j=0

kcjnjEe 0 0
упругие

столкновения

2
−
jmax∑
j=0

(Ijkijnj + Ĩj k̃ijnj)−

−Ee
ne

dne
dt

−kijnjne + kij−1nj−1ne −k̃ijnjne + k̃ij−1nj−1ne ионизация

3
jmax∑
j=0

Ĩjkrjnjne −krjnjn2
e krj+1nj+1n

2
e рекомбинация

4 −
jmax∑
j=0

Eejkejnj −kejnjne kejnjne возбуждение

5
jmax∑
j=0

Eejkdjnj kdjnjne −kdjnjne гашение

6 0 ηjAjnj −ηjAjnj УФ-излучение

7 Qa 0 0 ТГц-поглощение

Примечание. Обозначения: kj с дополнительными индексами c, i, r, e и d — соответственно константы про-
цессов упругих соударений, ионизации, рекомбинации, возбуждения и гашения, k̃ij — константа ионизации из
возбужденного состояния, Ij — энергия ионизации, Eej — энергия эффективного перехода, Ĩj = Ij − Eej —
энергия ионизации из возбужденного состояния, δ = 2me/mi — постоянная обмена энергией, nj = nj + nj —
полная концентрация j-й компоненты плазмы, ne =

∑jmax
j=1 Zjnj — концентрация электронов, Qa — удельная

мощность поглощения излучения ЛСЭ.

щением. Поскольку переходы между связанными
состояниями не являются равновероятными и для
большинства ионов коэффициенты Эйнштейна пе-
реходов из основной электронной конфигурации в
возбужденные имеют выделенные максимумы в уз-
ком диапазоне энергий перехода, будем описывать
один эффективный переход с усредненной энергией
Eej и суммарной частотой Aj :

Eej =

lmax∑
l=1

αjlAjlEejl

/ lmax∑
l=1

αjlAjl,

Aj =

lmax∑
l=1

αjlAjl,

(6)

где индексы j = 0, . . . , jmax нумерует атомы и ионы
Xej+, а индексы l = 1, . . . , lmax — переходы, Ajl —
коэффициент Эйнштейна l-го перехода внутри j-го
иона, Eejl — энергия этого перехода, αjl — доля ста-
тистического веса нижнего энергетического уровня
перехода в структуре основного состояния (подроб-
нее см. разд. 3 работы [2]). Упрощенная таким обра-
зом схема элементарных процессов изображена на
рис. 2б. Для учета эффекта запирания излучения,

соответствующего эффективной линии (6), при рас-
чете радиационных потерь из плазменного объема
(s = 6) мы используем модифицированную частоту
переходов Âj = ηjAj , при этом коэффициент запи-
рания излучения ηj определяется выражением

ηj = θj/(θj + βj), (7)

где θj — вероятность того, что излученный j-м
ионом фотон дойдет до границы разряда без погло-
щения, а βj — вероятность гашения возбужденного
иона электронным ударом, т. е. отношение частоты
гашения к частоте переходов Aj [2, 12, 38].

Константы всех процессов получены усреднени-
ем их сечений по максвелловскому распределению
электронов по скоростям. Это обусловлено доступ-
ностью части данных именно в такой форме, однако
можно привести и физическое обоснование такого
приближения. В обсуждаемых ниже примерах мо-
делирования за 10 пс после начала импульса ЛСЭ
в разряде достигается средняя концентрация элект-
ронов ne ∼ 1019 см−3. При таких концентрациях
и средней энергии электронов порядка осциллятор-
ной, Ee ∼ W ∼ 100 эВ, характерное время максвел-
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лизации за счет кулоновских соударений не превы-
шает 1 пс. Поэтому можно ожидать, что на развитой
стадии разряда распределение электронов близко к
максвелловскому. При пробое газа и в начале разви-
тия разряда распределение может значительно от-
клоняться от равновесного, однако максимумы сече-
ний процессов, происходящих с нейтральными ато-
мами и ионами невысокой кратности, лежат ниже
осцилляторной энергии, поэтому усредненные зна-
чения констант элементарных процессов не зависят
от деталей функции распределения. С другой сто-
роны, максимумы сечений неупругих процессов для
ионов с высокой кратностью ионизации, доминиру-
ющих на развитой стадии, смещаются в область вы-
соких энергий, где отклонение функции распределе-
ния от равновесной может оказаться существенным
даже в плотной плазме. Анализ подобных тонких
эффектов выходит за рамки настоящей работы.

Итак, для описания разряда мы рассматриваем
2jmax + 3 обыкновенных дифференциальных урав-
нений (5), которые описывают эволюцию плазмы
во времени независимо в каждой пространственной
точке z. Неоднородность решений в пространстве
определяется начальными условиями (распределе-
нием концентрации n0 струи нейтрального газа) и
неоднородным профилем поглощения мощности из-
лучения ЛСЭ (член Qa в уравнении для Ee). Для
расчета мощности поглощения будем решать ба-
лансные уравнения совместно с уравнениями Макс-
велла, которые позволят последовательно описать
влияние плазмы на внешнее электромагнитное по-
ле в условиях, когда концентрация электронов при-
ближается к критическому значению. В нашей по-
становке электромагнитное поле представляет со-
бой монохроматическую плоскую линейно-поляри-
зованную TEM-волну, распространяющуюся в неод-
нородной плоскослоистой среде, характеризуемой
комплексной диэлектрической проницаемостью [27]

ε(t, z) = 1− ω2
p(t, z)

ω2 + ν2(t, z)

[
1− iν(t, z)

ω

]
, (8)

где ω — частота излучения, ω2
p = 4πe2ne/me — квад-

рат электронной ленгмюровской частоты, ν — эф-
фективная (суммарная) частота соударений элект-
ронов,

ν(t, z) =

jmax∑
j=0

(
(kcj + kij + kej + krjne)nj +

+ (kcj + k̃ij + kdj)nj

)
. (9)

Времена tem так малы, что для отыскания распре-
деления электромагнитных полей можно использо-

вать стационарные уравнения Максвелла для ком-
плексных амплитуд:

dEx
dz

= i
ωHy

c
,

dHy

dz
= iω

εEx
c
,

(10)

где ε зависит от t как от параметра. Решая (10),
определяем поглощаемую мощность в расчете на
один электрон:

Qa(t, z) =
P0

πλ2ne

d

dz
Re

[
ExH

∗
y

]
. (11)

В итоге уравнения (5) и (10) образуют замкнутую
систему уравнений для моделирования динамики
импульсного пространственно-неоднородного разря-
да.

Для анализа результатов моделирования введем
интегральные энергетические характеристики раз-
ряда. Полная мгновенная мощность поглощения из-
лучения ЛСЭ электронами разряда, Pa(t), вычисля-
ется как

Pa(t) = πλ2
∞∫
0

Qanedz, (12)

где qa = πλ2Qane — линейная плотность мощности
поглощения. Полная мгновенная мощность потерь
на линейчатое излучение ионов, Pr, определяется
интегралом:

Pr(t) = πλ2
∞∫
0

jmax∑
j=0

ηjAjEejnjdz. (13)

Для получения мощности излучения в целевом
ЭУФ-диапазоне, PEUV , необходимо взять аналогич-
ный интеграл, но суммируя в (6) только те линии,
длина которых лежит в диапазоне 11.2 нм± 1%.

Система балансных уравнений (5) и уравнений
Максвелла (10) решается численно. При решении
уравнений (5) шаг по времени выбирается меньшим
характерных времен всех элементарных процессов;
в приведенных ниже расчетах он составляет 0.02 пс.
Пространственный шаг сетки фиксирован и равен
1 мкм, что соответствует 20 узлам на длину волны
электромагнитного поля λ = 20 мкм. На каждом
шаге по времени профиль энерговыделения Qa(t, z)
определяется путем решения стационарных уравне-
ний Максвелла (10) с текущей диэлектрической про-
ницаемостью ε(t, z), полученной на предыдущем ша-
ге по времени. Для решения уравнений Максвелла

276



ЖЭТФ, том 159, вып. 2, 2021 Источник экстремального ультрафиолетового излучения. . .

Рис. 3. (В цвете онлайн) Пространственные распределения параметров плазмы в моменты времени 7.25 пс (а), 20 пс (б),
40 пс (в) и 80 пс (г). Для каждой группы сверху вниз: концентрации ионов; концентрации электронов (синяя кривая) и
нейтральных атомов (красная кривая), отнесенные к критической концентрации электронов; средняя энергия электро-
нов; плотность поглощаемой мощности излучения для а и б. Параметры моделирования: концентрация нейтрального
газа у сопла 2.5 ·1018 см−3, длина волны излучения ЛСЭ 20 мкм, мгновенная мощность излучения 10 МВт, длительность

импульса 20 пс
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используется метод с адаптивным пространствен-
ным шагом, обеспечивающий относительную точ-
ность решения не менее 0.001%; при этом диэлек-
трическая проницаемость задается интерполяцион-
ной функцией с узлами на пространственной сетке с
фиксированным шагом. В расчетах использовалась
величина jmax = 15, т. е. нам было достаточно учи-
тывать первые 15 ионов ксенона; вклад ионов с бо-
лее высокой кратностью ионизации в баланс энергии
был пренебрежимо мал.

Перейдем к обсуждению результатов моделиро-
вания для базовых параметров ЛСЭ, заданных в по-
следней строке табл. 1. На рис. 3 приведены распре-
деления ключевых характеристик плазмы вдоль z в
разные моменты времени. Развитие разряда в каж-
дой пространственной точке следует сценарию, опи-
санному в разд. 2. Вследствие этого в определенный
момент времени t ≈ 7–8 пс в разряде появляется об-
ласть закритической плазмы, которая начинает от-
ражать падающее на нее излучение и остывать. Ха-
рактерное распределение характеристик плазмы в
пространстве в этот момент времени изображено на
рис. 3а. Далее область закритической плазмы про-
должает расширяться и к концу импульса занимает
пространство от z = 0 (газовое сопло) до z ≈ 30 мкм.
Характерное распределение характеристик плазмы
в конце импульса изображено на рис. 3б. Излуче-
ние ионов с Z < 6 существенно запирается в объеме
разряда, поэтому до появления ионов Xe6+ энергия
электронов в основном тратится на ионизацию. Да-
лее к потерям на ионизацию добавляются потери на
излучение. К концу импульса их мощность дости-
гает примерно 50 кВт, из которых 1 кВт — это из-
лучение в диапазоне 11.2 нм ± 1%. После заверше-
ния импульса ТГц-излучения в электронах плазмы
запасена еще значительная энергия, которой хва-
тает на то, чтобы обеспечить заметное количество
ионов Xe10+. Это повышает долю целевого ЭУФ-
излучения, которая через 20 пс после окончания им-
пульса составляет уже около 10% всего излучения,
при этом мгновенная мощность излучения дости-
гает 25 кВт. Характерное распределение характе-
ристик плазмы в этот момент времени изображено
на рис. 3в. Через 60 пс после окончания импульса
большая часть энергии электронов оказывается по-
траченной. Остывшая плазма перестает эффектив-
но излучать на длине волны 11.2 нм ± 1%. Харак-
терное распределение характеристик плазмы изоб-
ражено на рис. 3г.

На рис. 4 приведены интегральные энергетичес-
кие характеристики разряда (мощность поглощения
излучения ЛСЭ и мощность спонтанного излучения

Рис. 4. (В цвете онлайн) Мгновенная мощность поглоще-
ния излучения ЛСЭ (синие линии), мощность линейчато-
го излучения плазмы во всем диапазоне (красные линии)
и в целевом ЭУФ-диапазоне 11.2 нм ± 1% (фиолетовые
линии). Верхний и нижний графики отличаются только
масштабом вертикальной оси. Сплошные линии соответ-
ствуют длительности ТГц-импульса 20 пс, штриховые —
30 пс. Остальные параметры моделирования те же, что и

для рис. 3

плазмы во всем диапазоне и в целевом ЭУФ-диапа-
зоне) в зависимости от времени. Если проинтегриро-
вать мощность излучения по времени, получим, что
импульс излучения ЛСЭ (λ = 20 мкм, tp = 20 пс,
P0 = 10 МВт) приводит к генерации 0.7 мкДж
ЭУФ-излучения в целевом диапазоне 11.2 нм±1% в
телесный угол 4π. При частоте следования импуль-
сов в 50 МГц, что соответствует средней мощности
излучения ЛСЭ 10 кВт, средняя мощность ЭУФ-из-
лучения в диапазоне 11.2 нм± 1% составит 35 Вт, а
КПД генерации ЭУФ-излучения — 0.35%. При этом
мощность УФ-излучения плазмы во всем диапазоне
не меньше 350 Вт.

В заключение приведем расчет, подтверждаю-
щий сделанное выше утверждение, что новосибирс-
кий ЛСЭ в том варианте (NovoFEL-1), в котором он
сейчас доступен в центре коллективного пользова-
ния (ЦКП), не подходит для демонстрации ксеноно-
вого разряда, излучающего в целевом ЭУФ-диапа-
зоне. На рис. 5 изображено распределение характе-
ристик плазмы, устанавливающееся к концу типич-
ного импульса NovoFEL-1. Начальная концентра-
ция нейтрального газа в окрестности газового соп-
ла, n0(0, 0) = 2.5 · 1018 см−3, выбрана такой, чтобы
за время импульса успевала развиться электронная
лавина. Тем не менее энергии, запасенной в электро-
нах, не хватает для полной ионизации нейтральных
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Рис. 5. (В цвете онлайн) Пространственные распределения
параметров плазмы в момент времени 75 пс. Сверху вниз:
концентрации ионов; концентрации ионов в логарифмиче-
ском масштабе; концентрация электронов (синяя кривая)
и нейтральных атомов (красная кривая), отнесенные к кри-
тической концентрации электронов; средняя энергия элек-
тронов; плотность поглощаемой мощности излучения. Па-
раметры моделирования: концентрация нейтрального га-
за у сопла 2.5 · 1018 см−3, длина волны излучения ЛСЭ
130 мкм, мгновенная мощность излучения 0.7 МВт, дли-

тельность импульса 75 пс

атомов, остающихся в области закритической плаз-
мы. Соответственно, концентрация многозарядных
ионов с Z > 2 ничтожно мала, поэтому излучение
в целевом ЭУФ-диапазоне практически отсутствует.
Остальное ЭУФ-излучение разряда к концу импуль-
са устанавливается на уровне 0.7 кВт мгновенной
мощности. В основном это линии, длина волны ко-
торых лежит в районе 50–80 нм. Средняя мощность
излучения плазмы во всем ЭУФ-диапазоне может
быть оценена примерно в 10 Вт при частоте следо-

вания импульсов ЛСЭ 5.6 МГц. Заметим, что харак-
терные времена излучения линий ионов с малыми
Z сравнимы с временами разлета плазмы, что на-
рушает приближения, сделанные в нашей модели.
Это может повлиять на оценку средней мощности
ЭУФ-излучения, но не меняет вывода об отсутствии
ЭУФ-излучения в целевом диапазоне.

4. ВЫВОДЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Для обеспечения генерации ЭУФ-излучения в
плазме ксенона подходят ЛСЭ с длиной волны
излучения λ ∼ 20 мкм, мгновенной мощностью
P0 ∼ 1–10 МВт и длительностью импульса не ме-
нее 20 пс. Основное преимущество ТГц-диапазона
по сравнению с ИК-диапазоном, покрываемым оп-
тическими лазерами, — возможность более простого
согласования излучения с плазменным образовани-
ем, приводящая к эффективному вкладу мощности
излучения в неравновесные электроны. При этом
формируется плазма, оптимальная с точки зрения
выхода ЭУФ-излучения.

Минусом рассмотренной схемы является малая
длина импульса ТГц-излучения, характерная для
современных ЛСЭ. В этой связи рационально по-
пытаться упростить развитие электронной лавины
на начальной стадии разряда, обеспечив как можно
более эффективную предионизацию до импульса
ЛСЭ. Это позволит увеличить интервал времени,
в течении которого короткий импульс излучения
ЛСЭ взаимодействует с плазмой многозарядных
ионов. Для оценки эффекта на рис. 4 штриховы-
ми линиями приведен расчет, соответствующий
увеличению длительности ТГц-импульса с 20
до 30 пс. Увеличение длительности импульса в
полтора раза приведет к увеличению суммарной
энергии ЭУФ-излучения в три раза. Такая высокая
эффективность связана с тем, что в течение до-
полнительных 10 пс излучение взаимодействует с
плазмой, в которой много ионов с высоким зарядом
(вплоть до Xe6+). Предионизация плазмы из газо-
вого состояния может осуществляться, например,
лазером оптического диапазона.

Финансирование. Работа выполнена при под-
держке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (грант №19-32-90019). Один из авторов
(И. С. А.) благодарит за персональную поддержку
Фонд развития теоретической физики и математики
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ЛАЗЕРНАЯ ИЗОТОПНО-СЕЛЕКТИВНАЯ ИК-ДИССОЦИАЦИЯ
МОЛЕКУЛ С НЕБОЛЬШИМ ИЗОТОПИЧЕСКИМ СДВИГОМ

В СПЕКТРАХ ПОГЛОЩЕНИЯ В НЕРАВНОВЕСНЫХ
ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИХ УСЛОВИЯХ СКАЧКА УПЛОТНЕНИЯ
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Представлены результаты исследований лазерной изотопно-селективной ИК-диссоциации молекул (на
примере CF3Br и CF2HCl), характеризующихся небольшим (менее 0.25 см−1) изотопическим сдвигом
в спектрах ИК-поглощения, в неравновесных термодинамических условиях скачка уплотнения (ударной
волны), формирующегося перед твердой поверхностью при падении на нее интенсивного импульсного га-
зодинимически охлажденного молекулярного потока. Исследования проводились с использованием для
формирования молекулярного потока и скачка уплотнения как чистых газов CF3Br и CF2HCl, так и смеси
CF3Br/CF2HCl при соотношении давлений 1/1. Установлено, что эффективность диссоциации молекул
в скачке уплотнения, а также в падающем на поверхность потоке существенно больше, чем в невозму-
щенном потоке. Показано (на примере CF3Br), что при возбуждении молекул в скачке уплотнения и в
падающем на поверхность потоке сильно (в 5–10 раз) увеличивается выход диссоциации по сравнению
с выходом диссоциации в невозмущенном потоке и значительно (в 3–5 раз) уменьшается порог диссо-
циации. Установлено также, что в случае облучения молекул в смеси имеет место взаимное сильное
увеличение эффективности их диссоциации по сравнению со случаем облучения молекул в отдельно-
сти, что позволяет проводить изотопно-селективную лазерную ИК-диссоциацию молекул при небольших
плотностях энергии возбуждения (Φ ≤ 1.0–1.5 Дж/см2) и тем самым увеличить селективность процесса.
Это показано на примере селективной по изотопам хлора и брома диссоциации указанных молекул в
скачке уплотнения. Получены коэффициенты обогащения Kenr(

35Cl/37Cl) = 0.90 ± 0.05 в остаточном
газе CF2HCl и Kenr(

79Br/81Br) = 1.20 ± 0.09 в формировавшемся продукте Br2 при облучении соот-
ветственно смеси молекул CF2HCl/CF3Br = 1/1 и молекул CF3BrCO2 лазером на линии 9R(30) (на
частоте 1084.635 см−1) при плотности энергии Φ ≈ 1.3 Дж/см2. Обсуждается применение полученных
результатов для лазерного разделения изотопов на практике.

DOI: 10.31857/S0044451021020085

1. ВВЕДЕНИЕ

Сегодня проводится много исследований с ис-
пользованием молекулярных и кластерных пучков,
направленных на разработку низкоэнергетических
методов молекулярного лазерного разделения изо-
топов (МЛРИ) (molecular laser isotope separation,
MLIS) [1–18]. Основной целью этих исследований яв-
ляется поиск эффективных и экономичных методов

* E-mail: gmakarov@isan.troitsk.ru

разделения изотопов урана, а также других тяже-
лых элементов. Из большого числа предложенных
на сегодня лазерных методов разделения изотопов
наилучшие результаты были получены с применени-
ем метода инфракрасной (ИК) многофотонной дис-
социации молекул излучением мощных импульсных
CO2-лазеров [19–25]. На основе этого метода в Рос-
сии (в г. Калининграде) в недавнем прошлом бы-
ло открыто и успешно функционировало производ-
ство по разделению изотопов углерода с использо-
ванием молекул CF2HCl (фреона-22) [23–25]. Разви-
тие этого метода для разделения изотопов тяжелых
элементов, в том числе урана, сдерживается из-за
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высокой энергоемкости процесса, отсутствия высо-
коэффективных и мощных лазерных систем и ряда
других факторов [1, 9]. Так, для диссоциации моле-
кулы UF6 необходимо поглощение около 40–50 кван-
тов ИК-излучения с длиной волны 16 мкм, т. е. по-
глощение энергии около 3.2–4.0 эВ. Поэтому акту-
альны и востребованы исследования, направленные
на разработку низкоэнергетических методов МЛРИ
(с энергией активации процесса не более 0.5–1 эВ
[1]), а также альтернативных им методов.

В качестве низкоэнергетических методов МЛРИ
сегодня рассматриваются хорошо изученные
методы изотопно-селективного подавления класте-
ризации молекул и изотопно-селективной диссо-
циации небольших ван-дер-ваальсовых кластеров
[1, 2, 5–16], а также ряд других, менее изученных
методов [1, 3, 4]. В настоящее время в США разра-
батывается технология разделения изотопов урана
SILEX (separation of isotopes by laser excitation)
[26–28]. Принципы этой технологии не раскрывают-
ся, однако с большой вероятностью можно полагать,
что в ее основе лежат низкоэнергетические про-
цессы [29]. Технология SILEX, по утверждениям
разработчиков, применима также для разделения
изотопов других элементов (кремния, бора, серы,
углерода, кислорода и др.) [1, 26].

В работах [1, 30] было показано, что альтерна-
тиву низкоэнергетическим методам МЛРИ может
составить подход, в котором изотопно-селективная
диссоциация молекул проводится в неравновесных
термодинамических условиях скачка уплотнения,
формирующегося перед твердой поверхностью при
падении на нее интенсивного импульсного газодина-
мически охлажденного молекулярного потока (пуч-
ка). Этот подход был предложен и развит в работах
[31–35], в которых в неравновесных термодинамиче-
ских условиях исследовалась селективная ИК-дис-
социация молекул SF6 [31–34] и CF3I [35] (см. об-
зор [36]).

В указанных работах [31–36] установлено, что
в случае возбуждения молекул SF6 [31–34] и CF3I
[35, 36] в неравновесных условиях формирующего-
ся перед поверхностью скачка уплотнения, а так-
же в падающем на поверхность потоке достигают-
ся высокие значения выхода продуктов и селектив-
ности при сравнительно низкой плотности энергии
возбуждения (менее 1.5–2.0 Дж/см2). Такие плот-
ности энергии значительно (в 3–5 раз) меньше плот-
ностей энергии, необходимых для диссоциации мо-
лекул в невозмущенных струях и потоках. Поэтому,
хотя в основе развитого в работах [31–35] подхода
лежит диссоциация молекул, из-за умеренной плот-

ности энергии, необходимой для этого, его можно
рассматривать как альтернативу низкоэнергетичес-
ким методам МЛРИ [1,30].

В случае молекул SF6 и CF3I изотопические
сдвиги в спектрах ИК-поглощения возбуждаемых
лазером колебаний ν3 (SF6) и ν1 (CF3I) составляют
соответственноΔνis ≈ 17 см−1 (относительно изото-
пов 32S и 34S) [37,38] и Δνis ≈ 27 см−1 (относительно
изотопов 12C и 13C) [39]. Эти величины значитель-
но превышают ширины полос ИК-поглощения мо-
лекул в охлажденном молекулярном потоке. Прин-
ципиально другая ситуация реализуется в случае
молекул, имеющих небольшой изотопический сдвиг
в спектрах ИК-поглощения возбуждаемых лазером
колебаний, когда спектры поглощения разных изо-
топомеров практически полностью перекрываются.
Малая величина изотопического сдвига в спектрах
ИК-поглощения молекул, содержащих изотопы тя-
желых элементов, является одной из основных про-
блем в контексте получения высоких значений се-
лективности при лазерном разделении изотопов ме-
тодом ИК-диссоциации молекул.

Недавно нами были выполнены эксперименты по
изотопно-селективной ИК-диссоциации в неравно-
весных термодинамических условиях скачка уплот-
нения других хорошо изученных в плане много-
фотонного ИК-возбуждения и диссоциации моле-
кул [19], а именно, CF3Br и CF2HCl. Некоторые ре-
зультаты, полученные с этими молекулами, приве-
дены соответственно в работах [17] и [18]. Указан-
ные молекулы характеризуются очень малыми (ме-
нее 0.25 см−1) изотопическими сдвигами в спектрах
ИК-поглощения возбуждаемых CO2-лазером коле-
баний по отношению к изотопам соответственно бро-
ма и хлора. Так, изотопический сдвиг в спектре
поглощения колебания ν1 ≈ 1085 см−1 [40] моле-
кул CF3Br составляет Δis ≈ 0.248 см−1 [40], а изо-
топический сдвиг в спектре поглощения колебания
ν3 ≈ 1109 см−1 [41] молекул CF2HCl — Δis ≈
≈ 0.048 см−1 [41]. Поэтому полученные с этими
молекулами результаты представляют особый инте-
рес в контексте выяснения возможности примене-
ния рассматриваемого подхода для разделения изо-
топов в молекулах, имеющих небольшой изотопи-
ческий сдвиг в спектрах возбуждаемых колебаний,
что характерно для молекул, содержащих изотопы
тяжелых элементов. Например, для изотопомеров
235UF6 и 238UF6 изотопический сдвиг в спектре ко-
лебания ν3 ≈ 627 см−1 [42, 43] также мал и состав-
ляет около 0.65 см−1 [42, 43].

В данной работе нами представлены результаты
более детального исследования лазерной ИК-диссо-
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циации указанных молекул в неравновесных термо-
динамических условиях скачка уплотнения и про-
веден их анализ. Подробно описаны эксперимен-
тальная установка и метод исследования. Приведе-
ны результаты измерений основных характеристик
изотопно-селективной ИК-диссоциации молекул —
выхода и селективности диссоциации — при облу-
чении молекул в скачке уплотнения, а также в по-
токе, падающем на поверхность, и в невозмущен-
ном потоке. Представлены результаты исследований
по взаимному сильному увеличению эффективнос-
ти изотопно-селективной ИК-диссоциации молекул
(на примере CF2HCl и CF3Br) в случае их облуче-
ния резонансным лазерным излучением в бимолеку-
лярной смеси по сравнению со случаем их облуче-
ния в отдельности. Обсуждаются возможные при-
чины сильного взаимного влияния на возбуждение
и диссоциацию молекул. Подчеркивается значение
наблюдаемого эффекта для лазерного разделения
изотопов на практике. Показано, что указанный эф-
фект открывает возможность проводить изотопно-
селективную ИК-диссоциацию молекул при неболь-
ших (1.0–1.5 Дж/см2) плотностях энергии возбуж-
дения и тем самым увеличить селективность про-
цесса, что также продемонстрировано в работе.

2. НЕРАВНОВЕСНЫЕ
ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЕ УСЛОВИЯ В

СКАЧКЕ УПЛОТНЕНИЯ

В процессе быстрого охлаждения молекулярно-
го газа при расширении из сопла термодинамиче-
ское равновесие между различными степенями сво-
боды молекул нарушается из-за разницы во време-
нах поступательной, вращательной и колебательной
релаксации, τtr ≤ τrot ≤ τvib. Степень отклонения от
локального равновесия зависит от числа столкнове-
ний zcol, необходимых для релаксации данной сте-
пени свободы. Для многоатомных молекул обычно
выполняется соотношение ztr ≤ zrot ≤ zvib. Поэтому
для эффективных температур в потоке реализуется
[44] условие

T1,tr ≤ T1,rot ≤ T1,vib. (1)

В скачке уплотнения [45, 46], который форми-
руется при взаимодействии интенсивного импульс-
ного газодинамически охлажденного молекулярного
потока с поверхностью, из-за разницы в скоростях
поступательной, вращательной и колебательной ре-
лаксаций [47] реализуются обратные соотношению
(1) неравновесные условия:

T2,tr ≥ T2,rot ≥ T2,vib. (2)

При этом из-за большого времени колебательно-по-
ступательной релаксации (например, τV−T p ≈
≈ 135 мкс ·Торр для CF3Br [48], τV−T p ≈
≈ 65 мкс ·Торр для CF2HCl [49]) колебательная
температура молекул в скачке уплотнения в случае
использования импульсного потока разреженного
газа может практически не отличаться от ко-
лебательной температуры молекул в падающем
потоке (T2,vib ≈ T1,vib), в то время как поступа-
тельная и вращательная температуры молекул
в скачке уплотнения значительно выше, чем в
невозмущенном потоке:

T2,tr > T1,tr, T2,rot > T1,rot. (3)

Таким образом, в скачке уплотнения создаются
новые неравновесные условия, которые характери-
зуются тем, что колебательная температура моле-
кул существенно меньше поступательной и враща-
тельной температур. Именно в таких условиях нами
в данной работе исследовалась селективная диссо-
циация молекул CF3Br и CF2HCl. Ранее [34] на при-
мере SF6 нами было показано, что колебательная
температура значительно сильнее влияет на фор-
мирование селективности диссоциации молекул, чем
вращательная.

3. ЭКСПЕРИМЕНТ И МЕТОД
ИССЛЕДОВАНИЯ

3.1. Экспериментальная установка

Схема установки показана на рис. 1. Она вклю-
чает высоковакуумную камеру с импульсным источ-
ником молекулярного пучка, квадрупольный масс-
спектрометр КМС-01/250 для детектирования час-
тиц пучка и перестраиваемый по частоте импульс-
ный CO2-лазер с энергией в импульсе до 4 Дж для
возбуждения молекул. Импульс излучения лазера
состоял из пика длительностью около 100 нс (на по-
лувысоте) и хвостовой части длительностью около
0.5 мкс, в которой содержалось примерно 50% пол-
ной энергии импульса. Экспериментальная установ-
ка включает также персональный компьютер для
управления масс-спектрометром, систему синхрони-
зации лазерного импульса с импульсом молекуляр-
ного пучка и систему сбора и обработки данных.
Верхний предел диапазона регистрируемых массо-
вых чисел масс-спектрометраm/z = 300 а.е.м. В ка-
честве регистратора ионов в масс-спектрометре ис-
пользовался вторичный электронный умножитель
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Рис. 1. Схема экспериментальной установки: 1 — высоко-
вакуумная камера; 2 — импульсное сопло; 3 — коническая
диафрагма; 4 — квадрупольный масс-спектрометр; 5 — им-
пульсный CO2-лазер; 6 — зеркала; 7 — цилиндрические
линзы; 8 — ослабители ИК-излучения; 9 — окна из NaCl;
10 — подложка с усеченным конусом для формирования

скачка уплотнения; 11 — поглотитель

ВЭУ-6. Камеры источника молекулярного пучка
и квадрупольного масс-спектрометра откачивались
турбомолекулярными насосами до давления не бо-
лее соответственно 10−5 Торр и 10−7 Торр.

Молекулярный пучок CF3Br (либо CF2HCl или
смеси молекул CF2HCl/CF3Br) генерировался в ка-
мере источника в результате сверхзвукового рас-
ширения указанных газов через импульсное сопло
General Valve с диаметром выходного отверстия
0.8 мм. С целью увеличения интенсивности молеку-
лярного пучка к соплу прикреплялся расходящийся
конус длиной 20 мм и углом раствора 15◦. Часто-
та повторения импульсов сопла была 0.7 Гц. Дли-
тельность импульса открывания сопла изменялась
в диапазоне от 310 до 475 мкс (на полувысоте). Дав-
ление газа над соплом изменялось в диапазоне от 3.9
до 8.0 атм. Камера масс-спектрометра отделялась от
камеры источника пучка скиммером (конусной диа-
фрагмой) диаметром 1.05 мм, расположенным на
расстоянии 150 мм от сопла. Сформированный та-
ким образом пучок попадал в ионизационную каме-
ру КМС. Расстояние от среза сопла до ионизацион-
ной камеры КМС составляло 350 мм. ИК-излучение
лазера с помощью медных зеркал и двух фокусиру-

ющих цилиндрических линз с фокусными расстоя-
ниями 240 и 180 мм фокусировалось и вводилось в
камеру молекулярного пучка через окно из NaCl.

Лазерное излучение пересекало молекулярный
пучок под углом примерно 90◦. Размеры лазерного
пучка в области пересечения с молекулярным пуч-
ком составляли около 8×6 мм2. Расстояние от сопла
до середины зоны облучения молекулярного пото-
ка составляло 3.5 см. С целью обнаружения и изу-
чения селективности процесса диссоциации молекул
CF3Br CO2-лазер был настроен на частоту генера-
ции 1084.635 см−1 (линия излучения 9R(30)). Эта
линия излучения лазера попадает между Q-ветвями
спектра поглощения колебания ν1 молекул CF3

79Br
(1084.769 см−1) и CF3

81Br (1084.521 см−1) [40] От-
стройки линии лазера от Q-ветвей составляют соот-
ветственно 0.134 см−1 и 0.114 см−1. Указанная ли-
ния генерации лазера сильно поглощается также мо-
лекулами CF2HCl; она попадает в P -ветвь колеба-
ния ν3 молекулы. Отстройка этой линии от Q-ветви
колебания ν3 CF2HCl составляет около 24.4 см−1

[41]. Для ослабления энергии лазера использова-
лись плоскопараллельные пластинки из CaF2. На-
стройка частоты генерации CO2-лазера осуществля-
лась по линиям поглощения аммиака с помощью оп-
тико-акустического приемника. Из-за сравнительно
небольшой апертуры лазерного пучка в зоне пере-
сечения с молекулярным потоком облучению под-
вергалась примерно 1/20 часть (вдоль направления
оси x) потока.

В экспериментах с молекулярным потоком, па-
дающим на поверхность, на расстоянии x = 50 мм
от сопла располагалась перпендикулярно направле-
нию потока полированная подложка из дюралюми-
ния толщиной 6 мм и диаметром 50 мм. В цент-
ре подложки имелось полированное конусное отвер-
стие с диаметром на входе 1.2 мм (со стороны сопла)
и 5.0 мм на выходе. При падении интенсивного им-
пульсного молекулярного потока на эту пластинку
перед ней формировался скачок уплотнения (удар-
ная волна) [45, 46] с неоднородными, нестационар-
ными и неравновесными условиями [32, 33]. Харак-
терный размер фронта скачка уплотнения, который
по порядку величины равен длине свободного про-
бега молекул [45, 46], в условиях рассматриваемых
экспериментов составлял 5–7 мм [32, 33, 35]. С це-
лью получения более интенсивного скачка уплотне-
ния к пластинке прикреплялась со стороны сопла
сходящая усеченная четырехгранная пирамида вы-
сотой 12 мм. Две грани пирамиды были изготовлены
из тонких пластинок NaCl, прозрачных для излуче-
ния лазера. Молекулы пучка, а также образующи-
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еся в результате возбуждения лазером и последую-
щей диссоциации молекул продукты, находящиеся
в скачке уплотнения, выходили через конусное от-
верстие в пластинке, формировали вторичный мо-
лекулярный пучок [32, 36] и попадали в ионизатор
масс-спектрометра.

3.2. Метод исследования

При лазерной ИК-диссоциации молекул CF3Br
образуются радикалы CF3 и атомы Br, а конечны-
ми продуктами диссоциации и последующих хими-
ческих реакций являются молекулы C2F6 и Br2 [50].
При лазерной ИК-диссоциации молекул CF2HCl об-
разуются радикалы CF2 и молекулы HCl. В резуль-
тате последующей рекомбинации радикалов CF2 об-
разуются молекулы C2F4 [51]. Энергия диссоциации
молекул CF3Br составляет 66.9±3.0 ккал/моль [52].
Энергия диссоциации молекул CF2HCl значитель-
но меньше, чем у молекул CF3Br. Она составляет
47.9 ± 4.0 ккал/моль [52]. Отметим, что обе моле-
кулы включают в себя изотопомеры: первая — изо-
топомеры CF3

79Br (с содержанием в природе около
50.56%) и CF3

81Br (с содержанием около 49.44%),
а вторая — изотопомеры CF2H35Cl (с содержанием
по хлору 75%) и CF2H37Cl (25%).

Селективность диссоциации молекул CF3Br от-
носительно изотопов брома определялась нами на
основе измерений коэффициента обогащения в про-
дукте Br2. В экспериментах измерялись ионные сиг-
налы 79Br79Br+, 79Br81Br+, 81Br81Br+ (m/z = 158,
160, 162), возникающие в масс-спектре в результа-
те облучения молекулярного потока лазером. От-
ношение концентраций атомов 79Br к атомам 81Br
в образовавшемся продукте Br2 (RL = 79Br/81Br)
сопоставлялось с аналогичным отношением концен-
траций изотопов брома в необлученном молекуляр-
ном газе CF3Br. Исходя из процентного содержа-
ния изотопомеров CF3Br в природе (50.56%CF3

79Br
и 49.44% CF3

81Br), отношение концентраций изо-
топов брома в необлученном газе CF3Br составля-
ет R0 = 79Br/81Br ≈ 1.023. С целью более точ-
ного определения отношения концентраций изото-
пов брома в формирующемся продукте Br2 экс-
периментально измеренные ионные массовые пики
79Br79Br+, 79Br81Br+ и 81Br81Br+ аппроксимиро-
вались нами гауссовыми функциями. Проводилось
также интегрирование ионных сигналов в диапазоне
указанных массовых пиков. Полученные обоими ме-
тодами результаты хорошо совпадали между собой.
Коэффициент обогащения в продукте Br2 опреде-
лялся как

Kenr

(
79Br/81Br

)
=
RL
R0

=

(
79Br/81Br

)
inBr2

(79Br/81Br)inCF3Br
. (4)

Выходы диссоциации β35 и β79 молекул CF2HCl
и CF3Br определялись на основе измерений интен-
сивности времяпролетных спектров соответственно
молекулярного иона CF2H35Cl+ (m/z = 86) и ион-
ного фрагмента CF2

79Br+ (m/z = 129). Времяпро-
летные спектры указанных ионов измерялась как в
отсутствие возбуждения молекул в формирующем-
ся перед поверхностью скачке уплотнения, так и при
их возбуждении лазером. Так, в случае CF2HCl

SL = S0(1− β35Γ), (5)

где S0 и SL — времяпролетные ионные сигналы
CF2H35Cl+ соответственно в отсутствие возбужде-
ния молекул и при их возбуждении лазером, Γ —
отношение облучаемого объема ко всему объему мо-
лекулярного потока. В экспериментах мы анализи-
ровали с помощью масс-спектрометра состав лишь
облучаемой лазерным излучением части молекуляр-
ного потока. Поэтому в нашем случае реализовыва-
лось условие Γ = 1.

Коэффициент обогащения Kenr(
35Cl/37Cl) в

остаточном после облучения газе CF2HCl (изото-
пом 35Cl по отношению к изотопу 37Cl) определялся
как отношение концентраций изотопов 35Cl и 37Cl
в остаточном после облучения газе CF2HCl к
аналогичному отношению концентраций изотопов
хлора в исходном (природном) газе CF2HCl из
соотношения

Kenr

(
35Cl/37Cl

)
=

1− β35
1− β37

. (6)

На основе соотношений, аналогичных соотношени-
ям (5) и (6), определялись также выход диссоциа-
ции β79 и коэффициент обогащенияKenr(79Br/81Br)
в остаточном после облучения газе CF3Br.

Отношение концентраций атомов 79Br к атомам
81Br в образовавшемся продукте Br2 при каждой
фиксированной плотности энергии возбуждающего
излучения определялось в результате усреднения
десяти циклов измерений интенсивностей указан-
ных выше ионных пиков молекулярного брома. От-
ношение концентраций изотопов хлора в остаточном
газе CF2HCl определялось путем усреднения пяти
измеренных масс-спектров.

Синхронизация импульса лазерного излучения с
импульсом молекулярного пучка контролировалась
по временному положению максимума амплитуды
«выжигания» провала в ионных сигналах CF2

79Br+

или CF2
35Cl+ (рис. 2).
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Рис. 2. (В цвете онлайн) Временные зависимости величин ионных сигналов CF2
79Br+ (а) и CF2H35Cl+ (б) без облуче-

ния молекулярного потока в скачке уплотнения (1) и в случае облучения CO2-лазером (2) на линии 9R(30) (на частота
1084.635 см−1) при плотностях энергии 2 Дж/см2 (а) и 2.2 Дж/см2 (б). Давление CF3Br над соплом 4.4 атм (а). Давление
смеси CF2HCl/CF3Br = 1/1 над соплом 8 атм (б). Длительности импульсов открывания сопла 350 мкс (а) и 475 мкс (б)

Эксперименты проводились в режиме онлайн,
что позволяло получать информацию о диссоциа-
ции молекул и образующихся продуктах в каждом
отдельном импульсе возбуждения. Основной целью
работы было исследование возможности реализации
селективной относительно изотопов брома и хлора
диссоциации молекул CF3Br и CF2HCl с использо-
ванием нового подхода. В рамки работы входило из-
мерение зависимостей выхода и селективности дис-
социации молекул CF3Br и CF2HCl как в чистом
газе, так и в бимолекулярной смеси от плотности
энергии возбуждающего излучения при облучении
молекул в невозмущенном потоке, а также в потоке,
падающем на поверхность, и в скачке уплотнения.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЙ И ИХ
ОБСУЖДЕНИЕ

4.1. Изотопно-селективная диссоциация
молекул CF3Br

На рис. 2а показаны временные зависимос-
ти (времяпролетные спектры) ионного сигнала
CF2

79Br+ без облучения молекулярного потока и
при его облучении лазерным импульсом на линии
9R(30) (на частоте 1084.635 см−1) при плотности
энергии возбуждающего излучения 2.0 Дж/см2.
Давление газа над соплом 4.4 атм. Видно, что при
облучении потока лазерным импульсом во времен-
ной зависимости молекулярного ионного сигнала
CF2

79Br+ «выжигается» провал. Глубина прова-

ла, равная выходу диссоциации молекул CF3
79Br,

зависит от плотности энергии возбуждающего излу-
чения и определяется на основе приведенного выше
соотношения (5). В случае возбуждения молекул
в невозмущенном потоке по положению и ширине
провала можно оценить облучаемую лазером часть
молекулярного потока. При возбуждении молекул
в падающем потоке, а также в скачке уплотнения
ширина провала увеличивается из-за перемешива-
ния возбужденных и невозбужденных молекул в
результате столкновений в скачке уплотнения. В
случае возбуждения молекул непосредственно в
скачке уплотнения лазерным импульсом облучается
также большая доля молекул падающего потока.

На рис. 2б приведены временные зависимос-
ти (времяпролетные спектры) ионного сигнала
CF2H35Cl+ без облучения молекул в скачке уплот-
нения и при их облучении лазерным импульсом
на линии 9R(30) (на частоте 1084.635 см−1)
при плотности энергии возбуждающего излучения
2.2 Дж/см2. Над соплом смесь газов CF2HCl/CF3Br
при соотношении давлений 1/1 и суммарном дав-
лении 8.0 атм. На этом рисунке также видно, что
при облучении молекул лазерным импульсом во
временной зависимости ионного сигнала CF2H35Cl+

«выжигается» провал. Отметим довольно большую
глубину провала в случае облучения молекул
CF2HCl в смеси с молекулами CF3

79Br даже
при сравнительно небольшой плотности энергии
возбуждающего лазерного излучения.
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Рис. 3. Зависимости выхода диссоциации молекул CF3Br
от плотности энергии лазерного излучения в случае воз-
буждения молекул в невозмущенном молекулярном пото-
ке (1), в потоке, падающем на поверхность (2), и в скачке
уплотнения (в ударной волне) (3). Молекулы возбуждались
на линии 9R(30) лазера. Давление газа над соплом 4.2 атм.

Длительность импульса открывания сопла 310 мкс

Эксперименты по диссоциации молекул CF3Br
проводилась при трех различных условиях: 1) в
невозмущенном молекулярном потоке; 2) в потоке,
падающем на поверхность; 3) в скачке уплотнения.
На рис. 3 представлены измеренные нами по ион-
ному сигналу CF2

79Br+ зависимости выхода диссо-
циации β79 молекул CF3

79Br от плотности энергии
Ф лазерного излучения в случае возбуждения моле-
кул в невозмущенном молекулярном потоке, в пото-
ке, падающем на поверхность, и в скачке уплотне-
ния. Молекулы возбуждались на линии 9R(30) ла-
зера. Видно, что в широком диапазоне плотностей
энергии (Φ = 0.75–4.9 Дж/см2) выход диссоциации
молекул CF3

79Br в случае их возбуждения в скачке
уплотнения, а также в потоке, падающем на поверх-
ность, существенно больше, чем в случае их возбуж-
дения в невозмущенном потоке. Так, например, при
плотности энергии возбуждения Φ ≈ 3 Дж/см2 вы-
ход диссоциации молекул в потоке, падающем на по-
верхность, примерно в 4 раза, а в скачке уплотнения
более чем в 10 раз превышает выход диссоциации
молекул в невозмущенном потоке.

Это различие еще больше при плотностях энер-
гии возбуждения менее 2 Дж/см2. При таких плот-
ностях энергии выход диссоциации молекул в скач-
ке уплотнения более чем на порядок больше выхода
диссоциации в потоке, падающем на поверхность, в

то время как в невозмущенном потоке диссоциация
молекул вообще не наблюдается. На рис. 3 видно
также, что в случае возбуждения молекул в скачке
уплотнения и в потоке, падающем на поверхность,
значительно (в 3–5 раз) уменьшается порог диссо-
циации. Полученные результаты указывают на то,
что при возбуждении молекул в скачке уплотнения,
а также в потоке, падающем на поверхность, весь-
ма большой вклад в суммарный выход диссоциации
вносят процессы возбуждения и диссоциации моле-
кул за счет столкновений в формирующемся перед
поверхностью скачке уплотнения [26, 27, 30].

Плотность ρ2 газа CF3Br в формирующемся пе-
ред поверхностью прямом скачке уплотнения можно
оценить [45, 46] из соотношения

ρ2
ρ1

=
γ + 1

γ − 1
, (7)

где ρ1 — плотность газа CF3Br в падающем на по-
верхность потоке, а γ = cp/cv = 1.14 — отношение
удельных теплоемкостей CF3Br. Проведенные на-
ми с использованием этого соотношения (и с уче-
том геометрии потока) оценки показывают, что в
условиях наших экспериментов (давление газа над
соплом 4.2 атм, длительность импульса открывания
сопла 350 мкс, число молекул, вытекающих из соп-
ла за импульс, примерно 1.54 · 1017) концентрация
молекул в невозмущенном потоке составляла около
5.2 · 1015 см−3, а в скачке уплотнения — примерно
в 15.3 раза больше, т. е. около 7.9 · 1016 см−3, что
соответствует давлению примерно 2.2 Торр.

Увеличение выхода диссоциации молекул
CF3

79Br в случае их возбуждения в потоке, падаю-
щем на поверхность, а также в скачке уплотнения
(по сравнению с таковым при возбуждении в
невозмущенном потоке) объясняется следующи-
ми обстоятельствами. При облучении молекул в
невозмущенном потоке их диссоциация происхо-
дит только за счет радиационного возбуждения
(столкновений молекул в потоке нет), в то время
как при облучении молекул в потоке, падающем
на поверхность, и в скачке уплотнения — за счет
радиационного и столкновительного механиз-
мов возбуждения [31–35]. Кроме того, в случае
облучения молекул непосредственно в скачке
уплотнения существенно возрастает эффективность
их возбуждения из-за более высоких плотности и
температуры газа в нем по сравнению с таковыми в
невозмущенном потоке. Последнее обстоятельство
способствует также более эффективному формиро-
ванию конечных продуктов диссоциации — молекул
C2F6 и Br2.
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Рис. 4. Масс-спектры ионов молекулярного брома 79Br79Br+, 79Br81Br+, 81Br81Br+ (m/z = 158, 160, 162), образующе-
гося при лазерной ИК-диссоциации CF3Br в падающем на поверхность потоке при плотностях энергии возбуждающего
излучения 4 Дж/см2 (a) и 2.2 Дж/см2 (б). Молекулы возбуждались на линии 9R(30) лазера. Давление газа над соплом

4.4 атм. Длительность импульса открывания сопла 350 мкс

Из представленных на рис. 3 результатов сле-
дует также, что незначительная диссоциация моле-
кул CF3Br в случае их возбуждения в невозмущен-
ном потоке происходит на данной частоте облуче-
ния только при очень высоких плотностях энергии
(Φ ≥ 4.5–5 Дж/см2), в то время как при плотнос-
тях энергии Φ ≤ 3.5–4 Дж/см2 диссоциация моле-
кул практически не имеет места. В то же время при
высоких плотностях энергии возбуждения селектив-
ная диссоциация молекул не реализуется из-за боль-
шого динамического полевого уширения возбужда-
емых переходов молекулы (частоты Раби) и малого
изотопического сдвига в спектрах ИК-поглощения
изотопомеров CF3Br.

Поэтому в случае молекул CF3Br наблюдать изо-
топическую селективность диссоциации возможно
только при небольших плотностях энергии возбуж-
дения — при Φ ≤ 1.5–2 Дж/см2, т. е. в случае воз-
буждения молекул в потоке, падающем на поверх-
ность, или в скачке уплотнения. В первом из этих
случаев условия возбуждения молекул лазером не
отличаются от условий возбуждения в невозмущен-
ном потоке, в то время как в случае возбуждения
молекул в скачке уплотнения эти условия совершен-
но другие (см. соотношение (3)). В скачке уплотне-
ния значительно более высокие, чем в невозмущен-
ном потоке, как концентрация, так и вращательная
температура молекул [32, 33]. При небольших изо-
топических сдвигах в спектрах ИК-поглощения это
может привести не только к уменьшению селектив-

ности диссоциации молекул по сравнению с селек-
тивностью диссоциации в невозмущенном и падаю-
щем на поверхность потоках, но даже к изменению
ее значения относительно единицы.

На рис. 4 показаны масс-спектры молекул Br2,
образующихся при диссоциации молекул CF3Br в
потоке, падающем на поверхность, при плотностях
энергии возбуждения, Φ = 4 Дж/см2 и Φ =

= 2.2 Дж/см2. В первом случае никакого обогаще-
ния в продукте Br2 нами не наблюдалось (в преде-
лах ошибки измерений), в то время как во втором
случае наблюдалось обогащение продукта Br2 изо-
топом 81Br, и коэффициент обогащения в продук-
те Br2 составил Kenr(79Br/81Br) ≈ 0.85 ± 0.07. При
увеличении плотности энергии возбуждения до Φ ≈
≈ 3–3.5 Дж/см2 коэффициент обогащения прини-
мал значение Kenr(

79Br/81Br) ≈ 1.00± 0.05.
Основной причиной уменьшения селективности

диссоциации молекул CF3Br с увеличением плотно-
сти энергии возбуждения является увеличение ди-
намического полевого уширения переходов моле-
кулы, которое определяется выражением ΔνR =

= μE/�c (частота Раби), где μ — дипольный момент
перехода, E — напряженность электрического поля
лазерного импульса, c — скорость света. Так, при
плотности энергии возбуждения Φ ≈ 2.5 Дж/см2

и μ ≈ 0.23 Д [53] частота Раби достигает вели-
чины ΔνR ≈ 0.53 см−1. Она превышает как от-
стройки частоты лазера от частот Q-ветвей воз-
буждаемых переходов, так и величину изотопиче-
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Рис. 5. Зависимости коэффициентов обогащения
Kenr(79Br/81Br) в продукте Br2 от плотности энергии
возбуждающего излучения в случае облучения молекул
CF3Br в потоке, падающем на поверхность (1), и в скачке
уплотнения (в ударной волне) (2). Молекулы возбужда-
лись на линии 9R(30) лазера (на частоте 1084.635 см−1).
Давление газа над соплом 4 атм. Длительность импульса

открывания сопла 350 мкс

ского сдвига в спектрах ИК-поглощения молекул
CF3

79Br и CF3
81Br (около 0.245 см−1). Поэтому при

таких плотностях энергии пиковой частью лазерно-
го импульса, вероятно, эффективно возбуждаются
оба изотопомера CF3Br.

На рис. 5 приведены зависимости коэффициен-
тов обогащения в продукте Br2 от плотности энер-
гии в диапазоне Φ = 1.25–4.75 Дж/см2 в случае воз-
буждения молекул в потоке, падающем на поверх-
ность (1), и непосредственно в скачке уплотнения
(2). В обоих случаях молекулы облучались на ли-
нии 9R(30) лазера (на частоте 1064.635 см−1). На
рис. 5 видно, что при сравнительно высоких плот-
ностях энергии возбуждения (Φ ≈ 2.5–4.75 Дж/см2)
коэффициенты обогащения практически равны еди-
нице. Диссоциация молекул CF3Br происходит не се-
лективно. Селективность диссоциации молекул на-
блюдается лишь при небольших плотностях энергии
(Φ ≤ 2.0 Дж/см2), и она увеличивается с умень-
шением плотности энергии возбуждения. Так, при
Φ ≈ 1.75 Дж/см2 коэффициент обогащения в про-
дукте Br2 в случае облучения молекул в скачке
уплотнения составляет Kenr(79Br/81Br) ≈ 1.20 ±
± 0.09, а в потоке, падающем на поверхность, —
Kenr(79Br/81Br) ≈ 0.85 ± 0.07. Наблюдается также
тенденция к дальнейшему увеличению селективно-
сти диссоциации молекул CF3Br при последующем
уменьшении плотности энергии возбуждения. Раз-

ные значения коэффициентов обогащения по отно-
шению к единице в указанных двух случаях связа-
ны, вероятно, с совершенно разными термодинами-
ческими условиями, которые реализуются в потоке,
падающем на поверхность, и в скачке уплотнения
(см. соотношения (1)–(3)).

Отметим здесь, что увеличение селективнос-
ти ИК-диссоциации молекул в газодинамически
охлажденных молекулярных пучках и струях, по
сравнению с селективностью диссоциации молекул
при комнатной температуре газа в кювете, связа-
но, главным образом, с сильным уменьшением ши-
рины полос ИК-поглощения молекул в результа-
те уменьшения их колебательной и вращательной
температур [1,22]. Сравнительно высокая селектив-
ность ИК-диссоциации молекул в скачке уплотне-
ния является следствием того, что колебательная
температура молекул в нем довольно низкая. В ра-
боте [15] на примере молекул SF6 было показано,
что именно колебательная, а не вращательная тем-
пература молекул является определяющим факто-
ром при формировании изотопической селективно-
сти процесса их диссоциации.

4.2. Взаимное увеличение эффективности
диссоциации молекул CF2HCl и CF3Br в

скачке уплотнения при облучении в
бимолекулярной смеси

В ходе проводимых исследований по диссоциа-
ции молекул CF2HCl и CF3Br в скачке уплотнения
нами было обнаружено взаимное сильное увеличе-
ние эффективности их диссоциации в случае облу-
чения в бимолекулярной смеси, в отличие от тако-
вой при их облучении в отдельности. Отметим, что
многоатомные молекулы (SF6, CF3Cl, CF2Cl2 и др.),
сильно поглощающие излучение мощных CO2-лазе-
ров, использовались в ряде работ как сенсибили-
заторы для колебательного возбуждения и диссо-
циации молекул, которые не поглощают излучение
CO2-лазера, в том числе молекул UF6 (см., напри-
мер, работу [54] и приведенные в ней ссылки). В
указанных исследованиях установлено, что переда-
ча поглощенной молекулами сенсибилизатора энер-
гии лазерного излучения акцепторным молекулам
приводит к уменьшению колебательной энергии и
выхода диссоциации молекул сенсибилизатора [54].
В отличие от этих работ, наши исследования прово-
дились со смесью молекул, каждая из которых ре-
зонансно поглощала излучение лазера и поэтому яв-
лялась сенсибилизатором для другого типа молекул
в смеси.

7 ЖЭТФ, вып. 2
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Рис. 6. а) Зависимости выхода диссоциации молекул CF2H35Cl от плотности энергии возбуждающего лазерного излуче-
ния при облучении молекул в скачке уплотнения в случае использования молекулярного потока CF2HCl (1) и молекуляр-
ного потока смеси газов CF2HCl/CF3Br = 1/1 (2). б) Зависимости выхода диссоциации молекул CF3

79Br от плотности
энергии лазерного излучения в случае облучения чистого газа CF3Br в ударной волне (1) и в случае облучения смеси
молекул CF2HCl/CF3Br = 1/1 (2). В обоих случаях (а и б) молекулы возбуждались на линии 9R(30) лазера. Давление

газа над соплом 4.0 атм (а) и 5.2 атм (б). Длительность импульса открывания сопла 400 мкс (а) и 390 мкс (б)

Полученные нами результаты представлены на
рис. 6. На рис. 6а показаны измеренные по ионно-
му молекулярному сигналу CF2H35Cl+ зависимос-
ти выхода диссоциации β35 молекул CF2H35Cl от
плотности энергии Φ возбуждающего лазерного из-
лучения при облучении молекул в скачке уплот-
нения в случаях использования молекулярного по-
тока CF2HCl и молекулярного потока смеси газов
CF2HCl/CF3Br = 1/1. Суммарное давление газа над
соплом в обоих случаях составляло 4.0 атм. Моле-
кулы возбуждались на линии 9R(30) лазера. Вид-
но, что в широком диапазоне плотностей энергии
(Φ ≈ 0.2–3.0 Дж/см2) выход диссоциации молекул
CF2HCl в случае возбуждения в смеси с молекулами
CF3Br существенно (в 4–7 раз) больше, чем в случае
возбуждения без CF3Br. Так, например, при плот-
ности энергии возбуждения Φ ≈ 1.5 Дж/см2 выход
диссоциации молекул CF2HCl в первом случае при-
мерно в 5 раз больше, чем во втором. Это разли-
чие еще больше при меньших плотностях энергии
возбуждения. При Φ ≤ 1.0 Дж/см2 в чистом газе
CF2HCl выход диссоциации молекул практически не
наблюдается, а при облучении в смеси с молекулами
CF3Br выход диссоциации составляет β35 ≥ 0.15.

На рис. 6б показаны измеренные по ионному
сигналу CF2

79Br+ зависимости выхода диссоциации
β79 молекул CF3

79Br от плотности энергии возбуж-

дающего лазерного излучения в случае использова-
ния молекулярного потока CF3Br и молекулярного
потока смеси газов CF2HCl/CF3Br = 1/1. Суммар-
ное давление газа над соплом составляло 5.2 атм.
Молекулы возбуждались на линии 9R(30) лазера.
Видно, что в исследуемом диапазоне плотностей
энергии (Φ ≈ 0.75–3.0 Дж/см2) выход диссоциа-
ции молекул CF3Br в случае возбуждения в сме-
си с молекулами CF2HCl значительно (в 1.5–2 ра-
за) больше, чем в случае возбуждения без CF2HCl.
Так, например, при плотности энергии возбуждения
Φ ≈ 1.5 Дж/см2 выход диссоциации молекул CF3Br
в смеси с молекулами CF2HCl примерно в 2 раза
больше, чем в потоке без CF2HCl, и это различие
еще больше при плотностях энергии возбуждения
менее 1.2 Дж/см2. При Φ ≤ 1.0 Дж/см2 диссоци-
ация молекул CF3Br в беспримесном потоке прак-
тически не наблюдается, в то время как в смеси с
CF2HCl их диссоциация происходит.

Отметим, что результаты, приведенные на рис. 6
для смеси молекул, не нормированы на парциаль-
ное содержание молекул CF2HCl и CF3Br в потоке.
Содержание обоих типов молекул в случае их облу-
чения в смеси примерно в два раза меньше, чем в
случае их облучения в отдельности. Поэтому, в рас-
чете на молекулу, выходы их диссоциации в смеси
по сравнению с выходами диссоциации в беспримес-
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ных газах различаются еще больше, чем это следует
из представленных на этих рисунках данных.

Как следует из рис. 6, в случае использования
смеси CF2HCl/CF3Br значительно уменьшаются по-
роги ИК-диссоциации как молекул CF2HCl, так и
молекул CF3Br по сравнению со случаем их облу-
чения в отдельности. Это особенно сильно проявля-
ется в случае диссоциации молекул CF2HCl, имею-
щих значительно меньшую, чем молекулы CF3Br,
энергию диссоциации, Так, в случае облучения
чистого газа CF2HCl порог диссоциации молекул
(плотность энергии, при которой выход диссоциа-
ции составляет примерно 1%) находится в обла-
сти около 1.0 Дж/см2, в то время как при об-
лучении CF2HCl в смеси с CF3Br — в области
0.15–0.2 Дж/см2. Различие в пороговых значениях
энергии диссоциации заметно меньше в случае моле-
кул CF3Br, имеющихся более высокую, чем CF2HCl,
энергию диссоциации. Так, при облучении чистого
газа CF3Br порог диссоциации молекул находится в
области 1.0–1.2 Дж/см2, в то время как при облу-
чении CF3Br в смеси с CF2HCl — в области около
0.75 Дж/см2.

Следует отметить, что в случае облучения мо-
лекул в скачке уплотнения весьма большой вклад
в суммарный выход диссоциации вносят процес-
сы возбуждения и диссоциации молекул за счет
столкновений и обмена энергией в результате коле-
бательно-колебательной V –V -релаксации, которые
происходят в условиях сравнительно высокой плот-
ности газа (давление 1.5–2.5 Торр) [17, 32, 33].

По нашему мнению, именно быстрые процессы
столкновений возбужденных молекул между собой,
включая взаимные столкновения двух типов моле-
кул в смеси, приводят совместно с процессами резо-
нансного для обоих типов молекул радиационного
возбуждения к столь сильному увеличению выхо-
дов диссоциации при облучении молекул в смеси по
сравнению со случаем их облучения в отдельности.
Роль колебательно-колебательного обмена энергией
между молекулами, в том числе разного типа, осо-
бенно велика в условиях наличия почти резонанс-
ных колебательных уровней молекул [55], что и реа-
лизовывалось в наших экспериментах. Отметим, что
вероятность перехода из состояния 1 в состояние 2,
индуцированная зависящим от времени возмущени-
ем V (t), в первом порядке приближения Борна –Оп-
пенгеймера дается [56] выражением

P12(t) = �
−2

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞
V12(t) e

iΔωt dt

∣∣∣∣∣∣
2

, (8)

где V12(t) = 〈1|V (t)|2〉.
В отличие от процессов колебательно-поступа-

тельной V –T -релаксации, когда разность частот
Δω между состояниями 1 и 2 велика (релаксация
колебательной энергии молекулы в поступатель-
ные степени свободы происходит через низкочас-
тотные моды молекулы), в процессах колебатель-
но-колебательного V –V -обмена энергией разность
частот Δω переходов между состояниями может
быть незначительной или даже равной нулю для
резонансных переходов. Такие дальнодействующие
дипольно-дипольные взаимодействия могут индуци-
ровать почти резонансные процессы колебательно-
колебательного V –V -обмена энергией [55]. Это при-
водит к эффективной передаче энергии между стал-
кивающимися молекулами (см., например, работу
[54] и приведенные в ней ссылки).

Быстрые процессы почти резонансного колеба-
тельно-колебательного V –V -обмена энергией меж-
ду молекулами в результате дальнодействующе-
го дипольно-дипольного взаимодействия [54] уже
в течение возбуждающего лазерного импульса как
бы создают очень плотную «сетку» заселенных
колебательно-вращательных уровней, состоящую из
энергетических уровней обоих типов молекул. В ре-
зультате возникают дополнительные резонансные
каналы для возбуждения молекул через последо-
вательность колебательно-вращательных переходов
обоих типов молекул, что приводит к более эффек-
тивному их возбуждению вплоть до границы дис-
социации. Кроме этого, сравнительно большая кон-
центрация молекул в скачке уплотнения и их вы-
сокая поступательная и вращательная температуры
[32,33] способствуют более эффективному процессу
образования конечных продуктов.

4.3. Изотопно-селективная диссоциация
молекул CF2HCl

Использование неравновесных термодинамиче-
ских условий скачка уплотнения и эффекта взаим-
ного увеличения эффективности диссоциации мо-
лекул в смеси позволили нам реализовать изо-
топно-селективную лазерную ИК-диссоциацию ис-
следуемых молекул CF2HCl и CF3Br при умерен-
ных плотностях энергии возбуждения. На рис. 7а
показан масс-спектр молекул CF2HCl в области
m/z = 86, 87, 88 (ионные сигналы соответствен-
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Рис. 7. а) Масс-спектры молекул CF2HCl (m/z = 86, 87, 88) до облучения (1) и после облучения смеси
CF2HCl/CF3Br = 1/1 в ударной волне (2). Молекулы возбуждались на линии 9R(30) лазера (на частоте 1084.635 см−1)
при плотности энергии 2.2 Дж/см2. б) Зависимость коэффициента обогащения Kenr(35Cl/37Cl) в остаточном газе
CF2HCl при облучении смеси молекул CF2HCl/CF3Br = 1/1 на линии 9R(30) лазера. В обоих случаях (а и б) дав-

ление газа над соплом 8 атм, длительность импульса открывания сопла 475 мкс

но CF2H35Cl+, CF2
37Cl+, CF2H37Cl+) без облуче-

ния смеси CF2HCl/CF3Br = 1/1 и при ее облучении
лазером. Молекулы возбуждались в скачке уплотне-
ния на частоте линии 9R(30) лазера (1084.635 см−1)
при плотности энергии Φ = 2.2 Дж/см2. На рис. 7а
видно, что имеет место преимущественная диссоци-
ация молекул CF2H35Cl по сравнению с диссоциа-
цией молекул CF2H37Cl.

На рис. 7б приведена зависимость коэффи-
циента обогащения Kenr(35Cl/37Cl) в остаточ-
ном газе CF2HCl при облучении смеси молекул
CF2HCl/CF3Br = 1/1 от плотности энергии воз-
буждающего излучения. Молекулы облучались на
линии 9R(30) лазера. Видно, что при сравнительно
высоких плотностях энергии возбуждения (Φ ≥
≥ 2.5 Дж/см2) диссоциация молекул CF2HCl про-
исходит не селективно. Селективная диссоциация
молекул наблюдается только при низких плотностях
энергии возбуждения (Φ ≤ 1.5–2.0 Дж/см2). При
Φ ≈ 1.3 Дж/см2 получен коэффициент обогащения
Kenr(35Cl/37Cl) = 0.90± 0.05.

Из рис. 7б следует также, что селективная дис-
социация молекул CF2HCl в скачке уплотнения воз-
можна только в смеси с молекулами CF3Br, по-
скольку при низких плотностях энергии возбуж-
дения диссоциация молекул CF2HCl в чистом газе
практически не происходит (см. рис. 6а).

Одной из причин сравнительно небольших коэф-
фициентов обогащения, полученных нами при дис-
социации молекул CF2HCl, по сравнению с полу-
ченными при диссоциации молекул CF3Br, является
очень маленький изотопический сдвиг в ИК-спект-
ре поглощения возбуждаемого лазером колебания ν3
молекулы CF2HCl.

Отметим, что именно молекулы CF2HCl исполь-
зуются на практике для лазерного разделения изо-
топов углерода [23–25]. Они имеют сравнительно
большой изотопический сдвиг в спектрах ИК-погло-
щения по отношению к изотопам углерода (Δνis ≈
≈ 24 см−1 [57]), и поэтому в процессе многофотон-
ной ИК-диссоциации молекул была реализована до-
вольно высокая селективность (α ≥ 102 [58]). Одна-
ко эффективная ИК-диссоциация молекул CF2HCl
в условиях комнатной температуры газа в кюве-
те происходит также лишь при довольно высоких
плотностях энергии возбуждения (Φ ≥ 3–4 Дж/см2)
[58, 59]. Это связано с особенностями энергетиче-
ского спектра колебательных состояний молекул
CF2HCl [59] и со сравнительно большим ангар-
монизмом возбуждаемого колебания ν3 молекулы
(константа ангармонизма X33 составляет примерно
−5 см−1 [57]). При многофотонномИК-возбуждении
CF2HCl происходит накопление («застревание») мо-
лекул на нижних колебательных уровнях [59]. Это
существенно ограничивает выход диссоциации мо-
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лекул при умеренных плотностях энергии возбуж-
дения. Эффект застревания преодолевается либо в
результате возбуждения молекул двух- или много-
частотным лазерным ИК-излучением, либо за счет
использования относительно высоких давлений соб-
ственного газа CF2HCl или буферного газа [59]. В
данной работе нами показано, что эффективность
многофотонной ИК-диссоциации молекул CF2HCl в
неравновесных термодинамических условиях скач-
ка уплотнения можно существенно увеличить за
счет использования резонансно-поглощающих излу-
чение лазера на частоте возбуждения CF2HCl моле-
кул CF3Br, что позволило наблюдать также изотоп-
но-селективную диссоциацию молекул CF2HCl по
отношению к изотопам хлора 35Cl и 37Cl.

Отметим, что в работе [30] (см. также обзор [1])
выполнены оценки эффективности (производитель-
ности) для ряда методов МЛРИ в плане получе-
ния обогащенных продуктов. На основе приведен-
ных оценок можно сравнить эффективности различ-
ных методов МЛРИ. Вместе с тем следует заметить,
что сделать оценки эффективности различных ме-
тодов на основе объективных критериев представля-
ется довольно сложным. Это связано главным обра-
зом с недостатком необходимых для этого экспери-
ментальных данных об основных параметрах разде-
ления, в частности, одновременно о селективности и
выходе продуктов, а также о геометрии облучения
и параметрах лазерного излучения. Оценки сдела-
ны, в частности, для метода изотопно-селективной
ИК-диссоциации молекул в неравновесных условиях
скачка уплотнения, а также в падающем на поверх-
ность потоке, для методов изотопно-селективного
подавления кластеризации молекул и селективной
диссоциации кластеров ИК-излучением лазеров, а
также для метода изотопно-селективной многофо-
тонной ИК-диссоциации молекул UF6 в газодинами-
чески охлажденных струях и потоках. На примере
ИК-диссоциации молекул SF6 в скачке уплотнения
и получения обогащенного изотопом 34S продукта
34SF4 показано [1, 30], что метод лазерной изотоп-
но-селективной ИК-диссоциации молекул в неравно-
весных условиях скачка уплотнения (а также в па-
дающем на поверхность потоке) является наиболее
эффективным из рассмотренных методов МЛРИ.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Изучена лазерная изотопно-селективная
ИК-диссоциация молекул (на примере CF3Br и
CF2HCl), характеризующихся небольшим (не более

0.25 см−1) изотопическим сдвигом в спектрах
ИК-поглощения, в неравновесных термодина-
мических условиях, которые формируются при
взаимодействии интенсивного импульсного газоди-
намически охлажденного молекулярного потока с
твердой поверхностью.

Установлено (на примере CF3Br), что при
возбуждении молекул в скачке уплотнения и в па-
дающем на поверхность потоке сильно (в 5–10 раз)
увеличивается выход диссоциации молекул по
сравнению с выходом диссоциации в невозму-
щенном потоке, а также значительно (в 3–5 раз)
уменьшается порог диссоциации. Это позволяет
проводить эффективную изотопно-селективную
ИК-диссоциацию молекул при сравнительно низких
плотностях энергии возбуждающего лазерного
импульса (Φ ≤ 1.5–2.0 Дж/см2) и тем самым
увеличить селективность процесса диссоциации.
Измерены коэффициенты обогащения в продукте
Br2. Получены их зависимости от плотности энер-
гии. При Φ ≈ 1.5–1.75 Дж/см2 получены величины
Kenr(79Br/81Br) = 0.85 ± 0.07 и Kenr(79Br/81Br) =

= 1.20 ± 0.09 в случаях соответственно облучения
молекул в потоке, падающем на поверхность, и в
скачке уплотнения.

Полученные результаты четко показывают,
что за счет совместного действия радиационного
и столкновительного механизмов возбуждения
молекул, которое реализуется в случае облучения
молекул в потоке, падающем на поверхность, и в
скачке уплотнения, можно существенно увеличить
выход диссоциации и образование продуктов при
лазерном ИК-возбуждении молекул, а также значи-
тельно понизить порог диссоциации. Это особенно
важно при разделении изотопов в молекулах, ха-
рактеризующихся небольшим изотопным сдвигом
в спектрах ИК-поглощения, поскольку в этом
случае из-за динамического полевого уширения
колебательных переходов молекул селективность
диссоциации можно наблюдать лишь при неболь-
ших плотностях энергии возбуждающего лазерного
импульса.

Изучена изотопно-селективная лазерная
ИК-диссоциация молекул CF2HCl и CF3Br в
неравновесных термодинамических условиях скач-
ка уплотнения при их облучении резонансным
лазерным ИК-излучением в бимолекулярной смеси.
Обнаружено взаимное сильное (в 2–5 раз) увеличе-
ние выходов диссоциации молекул и значительное
(в 1.5–3 раза) уменьшение порогов диссоциации
при их облучении в смеси по сравнению со случаем
облучения в отдельности.
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Использование неравновесных термодинамиче-
ских условий скачка уплотнения и эффекта взаим-
ного увеличения эффективности диссоциации моле-
кул в смеси открывает возможность проводить эф-
фективную лазерную ИК-диссоциацию молекул при
умеренных плотностях энергии возбуждения (Φ ≤
≤ 1.0–1.5 Дж/см2) и тем самым увеличить селек-
тивность диссоциации. Это продемонстрировано на
примере селективной по изотопам хлора и брома
диссоциации молекул CF2HCl и CF3Br. При сравни-
тельно низкой плотности энергии возбуждения Φ ≈
≈ 1.3 Дж/см2 получен коэффициент обогащения
Kenr(35Cl/37Cl) = 0.90 ± 0.05 при облучении сме-
си молекул CF2HCl/CF3Br = 1/1 CO2-лазером на
линии 9R(30) (на частоте 1084.635 см−1).

Полученные результаты дают основание пола-
гать, что наблюдаемый эффект распространяется
также и на другие молекулы. Мы имеем в виду
прежде всего молекулы, содержащие изотопы тя-
желых элементов, которые имеют небольшой изо-
топический сдвиг в спектрах ИК-поглощения и для
которых желательно (из-за небольшого изотопиче-
ского сдвига в спектрах ИК-поглощения) проводить
диссоциацию при низких плотностях энергии воз-
буждения. Так, например, при изотопно-селектив-
ной ИК-диссоциации молекул UF6 (лазером возбуж-
дается колебание ν3, частота 627 см−1 [42]) в ка-
честве сенсибилизатора можно использовать моле-
кулы SF6, которые поглощают излучение также в
области 16 мкм (колебание ν4, частота 625 см−1

[37]). Отметим, что изотопно-селективная многофо-
тонная ИК-диссоциация молекул UF6 с коэффици-
ентом обогащения в продуктах α ≈ 4–5 была реа-
лизована в Институте физических и химических ис-
следований (RIKEN, Япония) [60, 61].

Результаты исследований демонстрируют, что
эффективность лазерной изотопно-селективной
ИК-диссоциации молекул можно существенно уве-
личить, если их облучать в смеси с резонансно-по-
глощающим излучение лазера молекулярным га-
зом. Совместное действие радиационного и столк-
новительного механизмов возбуждения молекул в
условиях значительного увеличения резонансных с
излучением лазера колебательно-вращательных пе-
реходов взаимодействующих между собой молекул
приводит к сильному увеличению эффективности
их диссоциации.

Полученные результаты по наблюдению силь-
ного увеличения эффективности лазерной изотоп-
но-селективной ИК-диссоциации молекул CF2HCl в
смеси с молекулами CF3Br актуальны и важны, на
наш взгляд, как в научном, так и в практическом

плане, поскольку именно молекулы CF2HCl исполь-
зуются в технологии лазерного разделения изотопов
углерода на практике [23–25].
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Представлено полуклассическое приближение для вычисления излучения от классических токов. В част-
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угловое распределение, а также сравниваем наши результаты с результатами, полученными в рамках
классической электродинамики, обсуждаем различия, появляющиеся в результате точного учета кван-
товой природы электромагнитного излучения, и приводим некоторые численные вычисления, подтвер-
ждающие это обсуждение. В Приложении приведено вычисление излученной энергии, выполненное с
помощью альтернативной параметризации траектории электронов, движущихся в планарном ондулято-
ре.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В общем случае, заряженные частицы, движу-
щиеся с ускорением, испускают электромагнитное
излучение. К примеру, синхротронное излучение
(СИ) сопровождает движение заряженных частиц
по круговым траекториям, которое может быть вы-
звано наличием внешнего магнитного поля [1]. СИ
имеет множество важных применений в физике, ме-
дицине и промышленности (см., к примеру, [2]).
Гинзбург в работе [3] впервые предложил примене-
ние быстро движущихся заряженных частиц в ка-
честве источника излучения, см. также [4]. Другим

* E-mail: a.a.shishmarev@mail.ru
** E-mail: alexander.d.levin@gmail.com

*** E-mail: bagrov@phys.tsu.ru
**** E-mail: dmitrygitman@hotmail.com

источником излучения, тесно связанным с СИ, яв-
ляются периодические магнитные структуры, ко-
торые называются ондуляторами или вигглерами.
Оригинальное название «ондулятор» было предло-
жено Мотцем [5], предложившим несколько приме-
нений для таких источников излучения, а именно:
генерацию энергии в конкретных диапазонах спек-
тра (от миллиметрового до инфракрасного излуче-
ния), контроль скорости электронных пучков в уско-
рителях, измерение скорости быстро движущихся
электронов или других частиц, таких как мезоны
или протоны.

В рамках классической электродинамики фор-
мула для углового распределения мощности СИ бы-
ла впервые получена Шоттом [6]. Альтернативный
способ получения этого выражения и его глубокий
анализ, в особенности для высокоэнергетических ре-
лятивистских электронов, был представлен Швин-
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гером [7]. Квантовые поправки к классическому ре-
зультату и обсуждение их значимости были впервые
приведены в работе [8]. Последовательный расчет
таких поправок впервые появился в работах [9], где
использовалась картина Фарри [10] (иными слова-
ми, точные решения уравнения Дирака с магнитным
полем). Используя собственную теорию источников
[11], Швингер позже представил оригинальный спо-
соб получения схожих результатов [12]. Новый про-
межуточный подход для описания СИ, в котором
ток электронов рассматривается классически, тогда
как квантовая природа излучения учитывается точ-
но, был представлен в работе [13].

До сих пор большая часть работ по излучению
электронов, движущихся в ондуляторах, проводи-
лась с применением методов классической электро-
динамики. В этих подходах ондуляторное излуче-
ние (ОИ) вычисляется с помощью потенциалов Лие-
нара –Вихерта для высокоэнергетического электро-
на. Эти потенциалы позволяют найти электриче-
ское и магнитное поля, которые, в свою очередь, ис-
пользуются для вычисления потока энергии, интен-
сивности или мощности при помощи вектора Умо-
ва –Пойнтинга. В 1951 году Мотц [5] предложил схе-
му планарного ондулятора и исследовал излучение
электронов, движущихся в таком устройстве. Важ-
ный вклад в изучение проблемы ОИ внесли авторы
работ [14]. В частности, было вычислено излучение
электронов в спиральном ондуляторе и представ-
лены спектрально-угловые распределения интенсив-
ности излучения в различных приближениях. Из-
лучение релятивистских электронов, движущихся в
планарном ондуляторе, в частности, в устройстве
конечной длины, изучалась в работах [15, 16]. По-
лученные результаты часто интерпретировались в
терминах излученных фотонов, например, в работах
[5,14]. В работах Байера и др. [17] использовался ме-
тод Швингера и некоторые подходящие приближе-
ния для вычисления спектрально-углового распре-
деления интенсивности излучения электронов, дви-
жущихся в периодических магнитных структурах.

Аргументы, приведенные Швингером [8] в поль-
зу того факта, что при описании СИ квантовые
поправки могут в определенных условиях вносить
в излучение существенный вклад, остаются спра-
ведливыми и для ОИ. Здесь возникает следующая
проблема. Как правило, последовательное кванто-
вое описание процессов излучения заряженных час-
тиц в сильных внешних полях (в рамках кванто-
вой электродинамики) формулируется в так назы-
ваемой картине Фарри [10] и основывается на зна-
нии точных решений уравнений Дирака или Клей-

на – Гордона в таких полях. Другие известные мето-
ды, например, метод Швингера, связаны с исполь-
зованием дополнительных приближений. Если для
описания СИ точные решения таких волновых урав-
нений с постоянными и однородными магнитными
полями известны и хорошо изучены, то для случая
описания ОИ точные решения в периодических маг-
нитных структурах до сих пор не найдены. В свя-
зи с этим в работе [13] мы предложили подход к
описанию квантовых свойств излучения тока заря-
женных частиц, который не требует использования
картины Фарри, а именно сложной техники рабо-
ты с точными решениями. В этом подходе электри-
ческие токи, генерирующие излучение, рассматри-
ваются классическим образом, тогда как квантовая
природа электромагнитного поля учитывается точ-
но. Здесь и далее в статье мы называем такой спо-
соб вычисления излучения полуклассическим при-
ближением. Естественно, что полуклассическое при-
ближение имеет свою область применимости; в част-
ности, в нем не учитывается эффект обратного вли-
яния поля излучения на заряженные частицы. Од-
нако, оно может быть полезно в некоторых случаях.
Например, оно позволяет вычислять одно- и много-
фотонное излучение без необходимости усложнять
расчеты использованием соответствующих решений
уравнения Дирака. Эффективность полуклассичес-
кого приближения была показана на примере вы-
числения СИ.

Данная статья организована следующим обра-
зом. В разд. 2 мы приводим полуклассическое при-
ближение для описания излучения от классических
токов. В частности, мы используем точные кван-
товые состояния квантованного электромагнитного
поля, взаимодействующие с классическими токами.
Эти состояния используются для вычисления веро-
ятности многофотонного излучения из вакуумного
начального состояния электромагнитного поля. Та-
ким образом, в разд. 3 мы изучаем характеристики
электромагнитного излучения в планарном ондуля-
торе в полуклассическом приближении. Мы нахо-
дим полную излученную энергию и ее спектраль-
но-угловое распределение. В разд. 4 мы сравнива-
ем наши результаты с теми, которые были получе-
ны в рамках классической электродинамики, обсуж-
даем отличия, появляющиеся в результате точного
учета квантовой природы электромагнитного излу-
чения, и приводим некоторые численные вычисле-
ния, подтверждающие это обсуждение. В Приложе-
нии для вычисления излученной энергии мы исполь-
зуем альтернативную параметризацию траектории
электронов, движущихся в планарном ондуляторе.
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2. ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ИЗЛУЧЕНИЕ
КЛАССИЧЕСКОГО ТОКА В

ПОЛУКЛАССИЧЕСКОМ ПРИБЛИЖЕНИИ

Полуклассическое приближение, рассмотренное
в работе [13], основывается на возможности постро-
ить точные квантовые состояния электромагнитно-
го поля, взаимодействующего с классическими то-
ками. С помощью таких состояний можно вычис-
лять вероятность излучения фотона и выводить
спектрально-угловое распределение энергии, испус-
каемой в процессе однофотонного или многофотон-
ного излучения. Ниже мы приводим эти формулы,
детальный вывод которых читатель может найти в
упомянутой работе [13].

В общем случае классический ток jμ (x) =

=
(
j0(x), ji (x) , i = 1, 2, 3

)
, взаимодействующий с

электромагнитным полем, влияет на его кванто-
вые состояния. Дифференциальная вероятность
P (k1λ1, . . . ,kNλN ; t) излучения из вакуумного
состояния N фотонов, каждый из которых харак-
теризуется волновым вектором ka и поляризацией
λa, a = 1, 2, . . . , N , за временной интервал t, имеет
вид

P (k1λ1, . . . ,kNλN ; t) =

= p (k1λ1, . . . ,kNλN ; t)P (0; t) ,

P (0; t) = exp

(
−

2∑
λ=1

∫
dk |ykλ (t)|2

)
,

p (k1λ1, . . . ,kNλN ; t) = (N !)
−1

N∏
a=1

|ykaλa (t)|2 .

(1)

Здесь P (0; t) — вероятность перехода из вакуума в
вакуум (вероятность перехода без излучения фото-
нов), а величина p (k1λ1, . . . ,kNλN ; t) может интер-
претироваться как относительная вероятность из-
лучения N фотонов. Функции ykλ (t) определяются
как

ykλ (t) = i

√
4π

�c

t∫
0

dt′
∫
ji (x′) f i∗kλ (x

′) dr′,

f ikλ (x) =
exp [−i (k0ct− kr)]√

2k0 (2π)
3

εikλ, k0 = |k| ,
(2)

где εikλ — это векторы поляризации фотонов с кван-
товыми числами k, λ1). Они перпендикулярны вол-
новому вектору k и обладают свойствами

1) Здесь и далее мы используем соглашение о суммирова-
нии по немым индексам, т. е. aibi =

∑
i a

ibi, если прямо не
сказано обратное.

εkλε
∗
kσ = δλσ, εkλk = 0,

2∑
λ=1

εikλε
j∗
kλ = δij − kikj |k|−2

.
(3)

В нашем рассмотрении эти векторы выбираются в
следующем виде:

k = (k0 sin θ cosϕ, k0 sin θ sinϕ, k0 cos θ) ,

εk1 = (cosϕ cos θ, sinϕ cos θ,− sin θ) ,

εk2 = (− sinϕ, cosϕ, 0) ,

εk1 · εk1 = εk2 · εk2 = 1,

εk1 · εk2 = εk1 · k = εk2 · k = 0.

(4)

Энергия N фотонов с заданными квантовыми
числами kaλa зависит только от их импульсов ka
и не зависит от их поляризаций; она равна

W (k1λ1, . . . ,kNλN ) = �c

N∑
a=1

|ka| . (5)

Таким образом, энергия, излученная в процессе,
имеет вид

W (k1λ1, . . . ,kNλN ; t) =

=W (k1λ1, . . . ,kNλN )P (k1λ1, . . . ,kNλN ; t) . (6)

Для того чтобы найти энергию W (N ; t), излу-
ченную всеми N -фотонными процессами, мы сум-
мируем (6) по всем возможным квантовым числам
ka, λa:

W (N ; t) = �c (N !)
−1
P (0; t) ×

×
2∑

λ1=1

2∑
λ2=1

. . .

2∑
λN=1

∫
dk1dk2 . . . dkN ×

×
[
N∑
b=1

|kb|
]

N∏
a=1

|ykaλa (t)|2 . (7)

Правая часть уравнения (7) может быть представ-
лена как

W (N ; t) =
A

(N − 1)!
×

×P (0; t)

(
2∑

λ=1

∫
dk |ykλ (t)|2

)N−1

,

A = �c

2∑
λ=1

∫
dk k0 |ykλ (t)|2 .

(8)

Суммируя эту величину по N , найдем полную энер-
гию W (t) всех излученных фотонов:

W (t) =

∞∑
N=1

W (N ; t) = �c

2∑
λ=1

∫
dk k0pkλ (t) ,

pkλ (t) = |ykλ (t)|2 .
(9)
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3. ИЗЛУЧЕНИЕ В ПЛАНАРНОМ
ОНДУЛЯТОРЕ В ПОЛУКЛАССИЧЕСКОМ

ПРИБЛИЖЕНИИ

Рассмотрим электрон, который движется в пла-
нарном ондуляторе вдоль оси z в плоскости xz (y =

= 0), совершая поперечные колебания вдоль оси x

с частотой ωp. Динамика и излучение электронов,
движущихся в таком устройстве, впервые были рас-
смотрены в работе [5] и позднее более детально в
работах [14, 18], см. также [19]. Электронный ток в
этом случае принимает вид

ji (x) = evi (t) δ (x−x (t)) δ (y−y (t)) δ (z−z (t)) ,
vi (t) = (ẋ (t) , ẏ (t) , ż (t)) ,

x (t) =
K

γ

λp
2π

cos (ωpt) , y (t) = 0,

z (t) = cβ0t+
K2

γ2
λp
16π

sin (2ωpt) ,

ẋ (t) = −cβ0K
γ

sin (ωpt) , ẏ (t) = 0,

ż (t) = cβ0

[
1 +

K2

4γ2
cos (2ωpt)

]
,

ωp = 2πcβ0λ
−1
p , K =

eHλp
2πm0c2

,

β0 = β

(
1− K2

4γ2

)
, β =

v

c
,

(10)

где параметр K — это так называемый параметр си-
лы ондулятора, λp — длина одного периода онду-
лятора, γ — лоренц-фактор, v — скорость частицы,
β0 — средняя скорость смещения частицы вдоль оси
z, m0 — масса покоя электрона, а H — напряжен-
ность магнитного поля в ондуляторе. В большин-
стве случаев, представляющих интерес, параметр K
удовлетворяет неравенству K ≤ 1 (слабые ондуля-
торы). Однако для любого реалистичного значения
K отношениеK/γ весьма мало для релятивистского
электрона, K/γ � 1, и β0 ≈ β.

Вычислим излучение, генерируемое током (10),
используя формулы, приведенные в разд. 2. Под-
ставляя ток ji (x) в (2) и используя представление
(4) для волнового вектора k и векторов поляризации
εkλ, запишем функции ykλ(t) для случая планарно-
го ондулятора как

ykλ(t) = iecβ0

[
�ck0 (2π)

2
]−1/2

×

×
t∫

0

dt′Aλ (θ, ϕ, t′) exp [iκ (t′)] ,

A1 (θ, ϕ, t) = − sin θ

[
1 +

K2

4γ2
cos (2ωpt)

]
−

− cosϕ cos θ
K

γ
sin (ωpt) ,

A2 (θ, ϕ, t) = sinϕ
K

γ
sin (ωpt) ,

κ (t) = ck0t (1−β0 cos θ)−u cosωpt−s sin (2ωpt) ,

u =
K

γ

λp
2π
k0 sin θ cosϕ, s = k0

K2

γ2
λp
16π

cos θ,

(11)

и функции pkλ (t) как

pkλ (t) =
e2c2β2

0

�ck0 (2π)
2 ×

×
∣∣∣∣∣∣
t∫

0

dt′Aλ (θ, ϕ, t′) exp [iκ (t′)]

∣∣∣∣∣∣
2

. (12)

Далее, мы преобразуем экспоненту в уравнении (12),
используя следующие разложения тригонометриче-
ских функций в терминах функций Бесселя [20]:

exp (−iu cosωpt) =

=
+∞∑

n=−∞
(−i)n Jn (u) exp (−inωpt) ,

exp (−is sin 2ωpt) =

=

+∞∑
m=−∞

Jm (s) exp (−i2mωpt) ,

(13)

чтобы получить

pkλ (t) =
e2c2β2

0

�ck0 (2π)
2 ×

×
∣∣∣∣∣

∞∑
n,m=−∞

Jn (u)Jm (s) e−inπ/2 ×

×
t∫

0

dt′Aλ (θ, ϕ, t′) exp [iωpt′Rnm]

∣∣∣∣∣∣
2

,

Rnm = ck0ω
−1
p (1− β0 cos θ)− n− 2m.

(14)

Интегрирование по dt′ можно выполнить явно. Для
этого введем функции B1,2,3 (Rnm, t):
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B1 (Rnm, t) =

t∫
0

dt′ exp [iωpt′Rnm] =

= t exp

(
iRnmωpt

2

)
sinc

(
Rnmωpt

2

)
,

sinc (x) =
sinx

x
,

B2 (Rnm, t) =

t∫
0

dt′ sin (ωpt′) exp [iωpt′Rnm]

= −2−1it

{
exp

[
i (Rnm + 1)ωpt

2

]
×

× sinc

[
(Rnm + 1)ωpt

2

]
−

− exp

[
i (Rnm−1)ωpt

2

]
sinc

[
(Rnm−1)ωpt

2

]}
,

B3 (Rnm, t) =

t∫
0

dt′ cos (2ωpt′) exp [iωpt′Rnm] =

= 2−1t

{
exp

[
i (Rnm + 2)ωpt

2

]
×

× sinc

[
(Rnm + 2)ωpt

2

]
+

+ exp

[
i (Rnm−2)ωpt

2

]
sinc

[
(Rnm−2)ωpt

2

]}
.

(15)

Подставляя (14) в (9) и принимая во внимание (15),
получаем выражение для полной энергии W (t):

W (t) =

(
ecβ0
2π

)2
∞∫
0

k20dk0

π∫
0

sin θ dθ×

×
2π∫
0

dϕ

(∣∣∣∣∣
∞∑

n,m=−∞
Jn (u)Jm (s) e−inπ/2 ×

×
{[

K2

4γ2
B1 (Rnm, t) +B3 (Rnm, t)

]
sin θ +

+ B2 (Rnm, t)
K

γ
cosϕ cos θ

}∣∣∣∣2 +

+

∣∣∣∣∣
∞∑

n,m=−∞
Jn (u)Jm (s) e−inπ/2 ×

× B2 (Rnm, t)
K

γ
sinϕ

∣∣∣∣2
)
. (16)

4. СРАВНЕНИЕ С КЛАССИЧЕСКИМ
ПОДХОДОМ

Сравнивая выражение (16), полученное в полу-
классическом приближении, со спектрально-угло-

вым распределением излучаемой энергии, получен-
ным в раках классической электродинамики (см.,
например, [19]), можно видеть, что угловое распре-
деление фотонов с поляризациями λ = 1 и λ =

= 2 в полуклассическом приближении отличается от
классического, тогда как спектральные распределе-
ния одинаковы (величина ck0 соответствует частоте
фотона). Отметим, что в основном направлении из-
лучения θ = 0, ϕ = 0 (излучение на оси) полуклас-
сическое приближение и классический подход дают
одинаковые результаты.

Для достаточно долгого периода времени t, т. е.
для ондулятора с большим числом секций, спектр
излучения определяется подынтегральным выраже-
нием (16) и вырождается в набор узких пиков на
значениях k0, которые определяются набором усло-
вий

Rnm = 0, Rnm + 1 = 0, Rnm − 1 = 0,

Rnm + 2 = 0, Rnm − 2 = 0.
(17)

В частности, случай t→ ∞ формально соответству-
ет бесконечному ондулятору. В этом случае можно
использовать соотношение

lim
t→∞

sinxt

x
→ πδ (x) . (18)

Это означает, что для бесконечного ондулятора
энергетический спектр сконцентрирован в точках,
которые определяются условиями (17).

Сравним полученные в полуклассическом при-
ближении спектрально-угловые распределения
энергии с теми, которые были получены в рамках
классической электродинамики. Из (16) следует,
что

d2W (t)

d (ck0) dΩ
= c−1

(
eck0β0
2π

)2

×

×
{ ∣∣∣∣sin θ [C1 (t) +

K2

4γ2
C3 (t)

]
+

+ cosϕ cos θ
K

γ
C2 (t)

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣sinϕKγ C2 (t)

∣∣∣∣2
}
,

dΩ = sin θ dθ dϕ,

(19)
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где функции C1,2,3 (t) заданы как

C1 (t) =

t∫
0

dt′eiκ(t
′),

C2 (t) =

t∫
0

dt′ sin (ωpt′) eiκ(t
′),

C3 (t) =

t∫
0

dt′ cos (2ωpt′) eiκ(t
′) .

(20)

В то же время, спектрально-угловое распределение
излученной энергии, полученное классическим ме-
тодом, имеет вид

d2W (t)

d (ck0) dΩ
= c−1

(
eck0β0
2π

)2

×

× |D1x+D2y +D3z|2 ,
D1 =

K

γ
C̃2 − K

γ
C̃4 cos

2 ϕ sin2 θ+

+cosϕ sin θ cos θ

[
C̃1 +

K2

4γ
C̃3

]
,

D2 = −K
γ
C̃2 sinϕ cosϕ sin2 θ+

+cosϕ sin θ cos θ

[
C̃1 +

K2

4γ
C̃3

]
,

D3 = −K
γ
C̃4 cosϕ sin θ cos θ+

+
(
cos2 θ − 1

) [
C̃1 +

K2

4γ
C̃3

]
,

(21)

где x, y и z — единичные векторы в направле-
нии соответствующих координатных осей, а функ-
ции C̃1,2,3,4 имеют вид

C̃1 =

t/2∫
−t/2

dt′e−iκ(t
′),

C̃2 =

t/2∫
−t/2

dt′ sin (ωpt′) e−iκ(t
′),

C̃3 =

t/2∫
−t/2

dt′ cos (2ωpt′) e−iκ(t
′),

C̃4 =

t/2∫
−t/2

dt′ cos (ωpt′) e−iκ(t
′).

(22)

Можно видеть, что распределения (19) и (21), по-
лученные соответственно полуклассическим и клас-

Рис. 1. Полное пространственное угловое распределение
полной излученной энергии для первых трех гармоник, вы-

численное в полуклассическом приближении

сическим методами, существенно различаются в об-
щем случае. Тем не менее, оба выражения могут
быть сведены к одному и тому же виду:

d2W (t)

d (ck0) dΩ
≈ c−1

(
eβ0ck0
2π

)2

×

×
[
θ2 cos2 ϕ |C1|2 + θ2 sin2 ϕ |C1|2 +

+
K2

γ2
|C2|2 + K

γ
θ cosϕ (C1C

∗
2 + C∗

1C2)

]
(23)

для планарных ондуляторов, в которыхK/γ � 1 и в
приближении θ � 1, если учесть, что время пролета
электрона через ондулятор составляет t = 2πNω−1

p .
Численный анализ обеих формул подтверждает эти
выводы. Соответствующие результаты представле-
ны на рис. 1.

Отметим, что часто при описании поляризаци-
онных свойств излученной энергии W (t) использу-
ются так называемые σ- и π-моды излучения. На-
помним, что σ-мода характеризует излучение, пер-
пендикулярное направлению внешнего магнитного
поля, тогда как π-мода — параллельное. Для пла-
нарного ондулятора σ-мода формируется компонен-
тами электрического поля в направлениях осей x и
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z, а π-мода формируется компонентами электричес-
кого поля в направлении оси y (см., например, [19]).

Выделим вклады, соответствующие σ- и π-модам
в выражении (16). Это можно сделать следую-
щим образом. Отметим, что скалярное произведе-
ние электрического тока ji(x) на векторы εikλ мож-
но интерпретировать как проекцию вектора тока
на направления, определяемые векторами поляри-
зации εikλ:

jkλ(x) =
[
jj(x)εjkλ

]
εkλ,

|jkλ(x)| =
[
jj(x)εjkλ

]
.

(24)

Векторы jikλ(x) = jk1(x) могут быть разложены на
компоненты, направленные по осям x, y и z; на-
помним также, что вектор εk2 содержится в плос-
кости xy,

jk1(x) =
[
jj(x)εjkλ

]
×

× (x cosϕ cos θ + y sinϕ cos θ − z sin θ) ,

jk2(x) =
[
jj(x)εjkλ

]
(−x sinϕ+ y cosϕ) .

(25)

Из (2) следует, что функции |ykλ (t)|2 могут быть
представлены в виде

|yk1 (t)|2 = |yk1 (t)|2 ×
× (

x2 cos2 ϕ cos2 θ+y2 sin2 ϕ cos2 θ+z2 sin2 θ
)
,

|yk2 (t)|2 = |yk2 (t)|2
(
x2 sin2 ϕ+ y2 cos2 ϕ

)
,

(26)

где мы сохранили квадраты единичных векторов x,
y, z для того, чтобы отслеживать направления по-
ляризации. Поскольку магнитное поле в планарном
ондуляторе направлено по оси y, вклады от слагае-
мых, умноженных на x2 и z2, соответствуют σ-моде,
а вклады от слагаемых, умноженных на y2, соответ-
ствуют π-моде.

Таким образом, выражения для энергии, излу-
ченной в σ- и π-модах, принимают вид

Рис. 2. Пространственное угловое распределение мод σ

(сверху) и π (снизу) для первой гармоники, вычисленное
классически (слева) и в полуклассическом приближении

(справа)

Wσ (t) =

(
ecβ0
2π

)2
∞∫
0

k20dk0

π∫
0

sin θ dθ×

×
2π∫
0

dϕ pkσ (t) ,

Wπ (t) =

(
ecβ0
2π

)2
∞∫
0

k20dk0

π∫
0

sin θ dθ×

×
2π∫
0

dϕ pkπ (t) ,

pkσ (t) = |yk1 (t)|2
(
cos2 ϕ cos2 θ + sin2 θ

)
+

+ |yk2 (t)|2 sin2 ϕ,
pkπ (t) = |yk1 (t)|2 sin2 ϕ cos2 θ+ |yk2 (t)|2 cos2 ϕ.

(27)

Легко проверить, что выполняются соотношения

pk1 (t) + pk2 (t) = pkσ (t) + pkπ (t) ,

W (t) = Wσ (t) +Wπ (t) .
(28)

Мы приводим результаты численного анализа рас-
пределений энергии для первых трех гармоник на
рис. 2, 3, 4. Мы также отмечаем, что хотя распре-
деление полной излученной энергии в основном сов-
падает с классическим результатом, полуклассиче-
ский подход демонстрирует отличающееся и более
детальное распределение излученной энергии в π- и
σ-модах.
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Рис. 3. Пространственное угловое распределение мод σ

(сверху) и π (снизу) для второй гармоники, вычисленное
классически (слева) и в полуклассическом приближении

(справа)

Рис. 4. Пространственное угловое распределение мод σ

(сверху) и π (снизу) для третьей гармоники, вычисленное
классически (слева) и в полуклассическом приближении

(справа)

В заключение отметим, что выражения для
характеристик излучения, полученные в полуклас-
сическом приближении, даже в тех случаях, когда
они не отличаются количественно от соответствую-

щих классических выражений, имеют более простой
аналитический вид, а их вывод существенно более
прост с технической точки зрения.

Финансирование. Работа А. А. Ш. поддержа-
на Российским фондом фундаментальных исследо-
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нена при поддержке Национального совета по науч-
ному и технологическому развитию (CNPq).

ПРИЛОЖЕНИЕ

Вычисление излучения в планарном
ондуляторе в полуклассическом
приближении при использовании

альтернативной параметризации траектории

В работе [15] для вычисления излучения было
использовано специальное представление траекто-
рии электронов, движущихся в планарном ондуля-
торе. Предполагается, что траектория электронов
плоская и симметричная относительно оси x и со-
стоит из круговых дуг длины l и радиуса R. Это
представление дает альтернативную параметриза-
цию траектории электронов, движущихся в планар-
ном ондуляторе. Здесь мы применяем полукласси-
ческое приближение, для того чтобы рассчитать из-
лучение электронов, движущихся по такой траекто-
рии.

Рассмотрим электроны, движущиеся в периоди-
ческом магнитном поле, параллельном оси z, где для
каждого периода магнитное поле однородно и по-
стоянно. Длина ондулятора считается бесконечной.
Длина l каждой из дуг связана с эффективным ра-
диусом кривизны R через так называемый угол вле-
та, α = l/R, 0 < α < π. Скорость электронов равна
v = cβ = ωR, где ω — угловая скорость. Электроны
движутся вдоль оси x со средней скоростью v0 = cβ̄

и совершают периодические колебания вдоль осей x
и y. Это предполагает, что

β̄ = βsinc(α/2), T = 2πω−1
0 = 2αω−1,

ω0 = πωα−1 = πβcl−1.
(29)
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Траектория электронов на временном промежутке
(0, T ) может быть представлена в виде [15]

x(t) =

=

{
R [sin (α/2)+ sin (ωt−α/2)] , t ∈ T1,

R [3 sin (α/2)+ sin (ωt−α/2)] , t ∈ T2,

y (t) =

=

{
R [cos (ωt−α/2)− cos (α/2)] , t ∈ T1,

R [cos (α/2)− cos (ωt−3α/2)] , t ∈ T2,

(30)

где временные интервалы T1 и T2 определены как

T1 = [0, T/2]; T2 = [T/2, T ]. (31)

Ток ji (x), формирующийся электронами, которые
движутся по траектории (30), имеет вид

ji (x) = evi (t) δ (x−x (t)) δ (y−y (t)) δ (z−z (t)) ,
vi (t) = ṙi (t) = (ẋ(t), ẏ(t), 0) ,

ẋ(t) =

{
ωR cos [α/2− ωt] , t ∈ T1,

ωR cos [3α/2− ωt] , t ∈ T2,

ẏ(t) =

{
ωR sin [α/2− ωt] , t ∈ T1,

−ωR sin [3α/2− ωt] , t ∈ T2.

(32)

Вычислим энергию, излучаемую за один период
колебаний T . Функции ykλ(t) на временном проме-
жутке t = T могут быть вычислены в виде

ykλ(T ) = ykλ(T1) + ykλ(T2). (33)

Используя определения (4) для волнового вектора k

и векторов поляризации εkλ, получаем

yk1(Tj) = zje
iφj cos θ

τoutj∫
τ inj

ω−1dτj ×

× [
cβ̄ cosϕ+ ωR cos τj

]
exp [iκ (τj)] ,

yk2(Tj) = −zjeiφj
τoutj∫
τ inj

ω−1dτj ×

×
[
cβ̄ sinϕ+ (−1)

j−1
ωR sin τj

]
exp [iκ (τj)] ,

(34)

где были использованы обозначения

κ (τj) = ck0ω
−1τj − ξ sin τj , ξ = Rk0 sin θ,

zj = ie exp [−iξfj(ϕ, α)]
[
�ck0 (2π)

2
]−1/2

,

j = 1, 2,

f1(ϕ, α) = sin (α/2) cosϕ− cos (α/2) sinϕ,

f2(ϕ, α) = cos (α/2) sinϕ+ 3 sin (α/2) cosϕ,

τ1 = ωt− α/2 + ϕ, τ2 = ωt− 3α/2− ϕ,

τ in1 = ϕ− α/2, τout1 = ϕ+ α/2,

τ in2 = −ϕ− α/2, τout2 = α/2− ϕ,

φ1 = ω−1κ (α/2− ϕ) , φ2 = ω−1κ (ϕ+ 3α/2) .

(35)

Применяя известные разложения тригонометриче-
ских функций по функциям Бесселя,

exp (−iξ sin τ) =
+∞∑

n=−∞
Jn (ξ) exp (−inτ) ,

sin τ exp (−iξ sin τ) = i

+∞∑
n=−∞

J ′
n (ξ) exp (−inτ) ,

cos τ exp (−iξ sin τ) =

=
+∞∑

n=−∞

n

ξ
Jn (ξ) exp (−inτ) ,

(36)

перепишем (34) как

yk1(Tj) = zje
iφj ×

×
+∞∑

n=−∞
cos θ

[
n (k0 sin θ)

−1 + ω−1cβ̄ cosϕ
]
×

× Jn (ξ)Kn(Tj),

yk2(Tj) = −zjeiφj
+∞∑

n=−∞

[
ω−1cβ̄ sinϕJn (ξ) +

+ (−1)j−1 iRJ ′
n (ξ)

]
Kn(Tj),

(37)

где функции Kn(Tj) имеют вид

Kn(Tj) =

τoutj∫
τ inj

dτj exp
[
i
(
ω−1ck0 − n

)
τj
]
=

= exp
[
(−1)j i

(
ω−1ck0 − n

)
ϕ
]
×

× sin
[
α
(
ω−1ck0 − n

)
/2
]

(ω−1ck0 − n) /2
. (38)

Функции p
kλ
(T ) на интервале T имеют вид

p
kλ
(T ) = |ykλ(T )|2 = |ykλ(T1) + ykλ(T2)|2 . (39)
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Подставляя выражения (37) в (39), получим

p
k1
(T ) =

∣∣∣∣∣
+∞∑

n=−∞

[
n (k0 sin θ)

−1
+ω−1cβ̄ cosϕ

]
×

× cos θJn (ξ)S1|2 ,

p
k2
(T ) =

∣∣∣∣∣
+∞∑

n=−∞

[
ω−1cβ̄ sinϕJn (ξ)S1 +

+ iRJ ′
n (ξ)S2]|2 ,

S1 = z1e
iφ1Kn(T1) + z2e

iφ2Kn(T2),

S2 = z1e
iφ1Kn(T1)− z2e

iφ2Kn(T2).

(40)

Полная излученная энергия W (T ), таким обра-
зом, равна

W (T ) =

∞∫
0

k20 dk0

π∫
0

sin θ dθ×

×
2π∫
0

dϕ [p
k1
(T ) + p

k2
(T )] , (41)

где p
k1
(T ) и p

k2
(T ) заданы выражениями (40).
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Экспериментально исследованы спектры ферромагнитного резонанса в эпитаксиальных пленках иттри-
евых феррит-гранатов. Полевые зависимости частоты ФМР позволили определить эффективные поля,
обусловленные первой и второй константами анизотропии, а также эффективное поле одноосной ани-
зотропии. В полях ниже 8 Э в плоскости висмут-содержащей пленки, экспериментально обнаружено
увеличение частоты и ширины линии ФМР, связанное с формированием неоднородного распределения
намагниченности, что подтверждается прямым магнитооптическим наблюдением. Экспериментально об-
наружена модуляция спектров ФМР набором узких линий, амплитуда которых пропорциональна интен-
сивности сигнала ФМР, а их частотное положение не зависит от величины и направления постоянного
магнитного поля. Показано, что подобная модуляция связана с резонансным возбуждением поперечных
мод упругих колебаний. Проведена оценка эффективного параметра магнитоупругой связи и ширины
линии возбуждаемых резонансной накачкой упругих колебаний.

DOI: 10.31857/S0044451021020103

1. ВВЕДЕНИЕ

Эпитаксиальные пленки феррит-гранатов
(ЭПФГ) имеют широкий спектр практических
применений, среди которых можно отметить их
использование в перестраиваемых фильтрах и
генераторах СВЧ-колебаний, датчиках слабых
магнитных полей [1]. В каждом из этих случаев
представляется важным уменьшение поля насы-
щения и увеличение таким образом магнитной
восприимчивости, поскольку этими параметрами
определяется диапазон и скорость перестройки

* E-mail: sergey.polulyakh@cfuv.ru

ЖИГ-резонатора и чувствительность магнитного
сенсора. Уменьшение поля насыщения может быть
достигнуто, в частности, путем планарного распо-
ложения намагниченности и уменьшением значений
констант кристаллографической анизотропии мате-
риала [2]. Синтез ЭПФГ с заданными свойствами
осуществляется путем вариации химического со-
става, что оказывается возможным благодаря
устойчивости кристаллической структуры граната
к катионным замещениям. Для анализа качества
образцов широко используется метод ферромаг-
нитного резонанса (ФМР), позволяющий оценить
качество образца по ширине линии ФМР [3–5].

Кроме того, за счет магнитоупругих взаимодей-
ствий переменная намагниченность может приво-
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дить к генерации волн Лэмба и сдвиговых мод упру-
гих колебаний [6, 7], резонатором для которых яв-
ляется система пленка–подложка. Возрождение ин-
тереса к таким процессам в настоящее время обу-
словлено, в частности, наличием ненулевого углово-
го момента упругих мод колебаний, что позволяет
рассматривать акустические возбуждения как фо-
нонную накачку, влияющую на ФМР пленки [8].

В настоящей работе сообщается о резуль-
татах исследований спектров ФМР в ЭПФГ
Y3−xRxFe5−yMeyO12, где R — Bi, Me — Sc, In. Как
правило, исследование спектров ФМР проводится
на частотах X-диапазона сверхвысокочастотных
(СВЧ) электромагнитных волн [3, 4]. Этот частот-
ный диапазон ограничивает минимально возможное
постоянное магнитное поле. В настоящей работе
ставилась задача наблюдать ФМР в как можно
более слабом поле, в результате чего удалось обна-
ружить переход пленки в полидоменное состояние.
Так, при намагничивании ЭПФГ в плоскости плен-
ки полями до 40 Э ФМР наблюдался в диапазоне
частот 50–600 МГц.

По полевым зависимостям частоты ФМР опре-
делены эффективные поля одноосной и кубической
анизотропии. При этом показано, что при намаг-
ничивании ЭПФГ в плоскости пленки недостаточ-
но ограничиться вкладом первой константы куби-
ческой анизотропии, как это обычно принято [4, 5],
а следует учесть и вклад второй константы.

В полях меньше 8 Э экспериментально зареги-
стрированы спектры ФМР в полидоменном состоя-
нии. Сигналы ФМР в пленках типа железо-иттрие-
вого граната толщиной 0.1 мкм, содержащих домен-
ную структуру, наблюдались экспериментально [9].
В отличие от работы [9], в настоящей работе появ-
ление и характер доменной структуры контролиро-
вались визуально в линейно-поляризованном свете
благодаря использованию обладающей значитель-
ной магнитооптической эффективностью содержа-
щей висмут феррит-гранатовой пленки толщиной
10.5 мкм.

В настоящей работе экспериментально обнару-
жена амплитудная модуляция спектральной линии
ФМР, подобная осцилляциям в спектре магнитоста-
тических волн [6, 10]. В условиях ФМР перемен-
ная намагниченность за счет магнитоупругих вза-
имодействий генерирует фононы, что вносит вклад
в уширение линии ФМР [8]. Однако переменная
намагниченность в условиях ФМР генерирует так
же и упругие колебания в немагнитной подлож-
ке [6, 10–12]. Для упругих колебаний система плен-
ка–подложка выступает в качестве резонатора, в ре-

зультате чего спектр ФМР оказывается модулиро-
ван набором узких, равноотстоящих друг от друга
линий, амплитуда которых пропорциональна сигна-
лу ФМР, а частотное положение не зависит от вели-
чины и направления постоянного магнитного поля
в плоскости пленки. В настоящей работе, в отличие
от работ [6,10–12], поперечные упругие моды наблю-
даются при намагничивании в плоскости пленки, а
не вдоль нормали к плоскости.

Упругий характер осцилляций спектра ФМР, по
аналогии с работами [6, 10–12], предполагается на
основе оценок длины волны сдвиговых мод при из-
вестной скорости поперечных колебаний. Однако,
в отличие от известных ранее работ, проведены не
только теоретические оценки, но и эксперименталь-
но продемонстрировано сокращение частотного ин-
тервала между модами упругих колебаний при из-
менении толщины гадолиний-галлиевой подложки,
выступающей в качестве акустического резонатора.

2. ЭКСПЕРИМЕНТ

В работе исследованы образцы ЭПФГ составов
BiY2Fe4.4Sc0.6O12 и Y3Fe4.3In0.7O12. Пленки синте-
зированы методом жидкофазной эпитаксии. В каче-
стве подложек использованы монокристаллические
пластины гадолиний-галлиевого граната, ориенти-
рованные в кристаллографической плоскости (111).

Регистрация низкополевых спектров ФМР осу-
ществлялась путем измерения частотной зависимос-
ти S-параметров измерительной ячейки с помощью
векторного анализатора цепей R&S ZNB-20 (рис. 1).
Для низкополевых экспериментов оказалось воз-
можным ограничиться одной измерительной ячей-
кой, в отличие от известных экспериментов в силь-
ных полях, когда для перекрытия частотного диапа-
зона используются несколько измерительных ячеек.

Измерительная ячейка представляла собой две
плоскопараллельные металлические пластины, рас-
положенные одна над другой. Пластина 1 (рис. 1)
имела длину 20 мм и ширину 10 мм, а ширина плас-
тины 2 была примерно на 5 мм больше. Образец в
форме пластины размером 5×5 мм2 помещался в за-
зор между металлическими пластинами. В измери-
тельной ячейке распространяются электромагнит-
ные волны квази T -типа так, что переменное маг-
нитное поле направлено в плоскости пленки. Кроме
того, к образцу прикладывалось постоянное магнит-
ное поле H , ориентированное в плоскости пленки,
перпендикулярно переменному. Для создания посто-
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Рис. 1. Схема измерительной ячейки. В зазор между плос-
копараллельными пластинами 1, 2 из фольгированного
стеклотекстолита помещается образец 3. Постоянное маг-
нитное поле H направлено вдоль стороны a образца и
лежит в плоскости пленки. Переменное магнитное поле
перпендикулярно постоянному и также лежит в плоскости
пленки. С помощью коаксиальных высокочастотных кабе-
лей измерительная ячейка подключена к векторному ана-
лизатору цепей 4 (модель R&S ZNB-20), работающему в

режиме измерения коэффициента пропускания S21

янного поля использовались катушки Гельмгольца,
позволяющие изменять поле в диапазоне 0–40 Э.

Предварительно регистрировалась «базовая» ха-
рактеристика измерительной ячейки путем измере-
ния частотной зависимости коэффициента пропус-
кания S21 измерительной ячейки с образцом в от-
сутствие постоянного магнитного поля. Затем ре-
гистрировалась аналогичная зависимость во внеш-
нем магнитном поле H и из полученной частотной
зависимости S21 вычиталась «базовая» характери-
стика. Вычитание проводилось раздельно для дей-
ствительной и мнимой компонент сигнала. В каче-
стве примера на рис. 2а приведена частотная зави-
симость коэффициента пропускания S21 для плен-
ки Y2BiFe4.4Sc0.6O12 при направлении постоянного
магнитного поля величиной H = 9 Э вдоль одной из
сторон (стороны a) образца в плоскости пленки.

Зарегистрированный сигнал приводился к виду
V = Vx + iVy (где i — мнимая единица) путем кор-
ректировки зависимости S21 = S21(f) с помощью
выражения(

Vx

Vy

)
=

(
cosφ sinφ

− sinφ cosφ

)(
Re(S21)

Im(S21)

)
. (1)

Выражение (1) обеспечивает корректировку фа-
зы и имеет смысл перехода в систему координат, по-
вернутую на угол φ вокруг оси z. Угол φ подбирал-
ся так, чтобы обеспечить минимально возможное по
абсолютной величине значение Vy компоненты сиг-
нала.

Рис. 2. Коэффициент пропускания S21 (а) и V = Vx + iVy

(б) измерительной ячейки с образцом BiY2Fe4.4Sc0.6O12 в
постоянном магнитном поле H = 9 Э, направленном вдоль
одной из сторон (стороны a) образца в плоскости пленки:
1 — действительная, 2 — мнимая части коэффициента про-
пускания. Пунктирные линии — результат аппроксимации

функциями (2) и (3)

Результат корректировки (1) при φ = 0.23π

приведен сплошными линиями на рис. 2б. Каждая
из зависимостей нормирована на максимум модуля
Vy(f). Необходимость корректировки результатов с
помощью выражения (1) обусловлена неоптималь-
ным согласованием использованной полосковой ли-
нии и векторного анализатора цепей по волновому
сопротивлению.

В наблюдаемых спектрах можно выделить ши-
рокую спектральную линию, частотное положение
которой зависит от постоянного магнитного поля и
набор узких эквидистантных спектральных линий,
частотное положение которых не зависит ни от ве-
личины, ни от направления магнитного поля, а мак-
симум амплитуды наблюдается на частотах, соот-
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ветствующих максимуму поглощения (минимум Vy)
широкой линии.

По аналогии с работами [6,11,12] и приводимыми
в этих работах ссылками будем полагать, что ши-
рокая спектральная линия соответствует ферромаг-
нитному резонансу ЭПФГ, а набор узких линий —
резонансу поперечных упругих колебаний в систе-
ме пленка–подложка. Появление этих мод обуслов-
лено тем, что намагниченность в условиях ФМР за
счет магнитоупругих взаимодействий вызывает аку-
стические колебания в структуре пленка-подложке,
которая выступает в качестве акустического резона-
тора.

Зависимость Vy компоненты сигнала ФМР от
частоты f хорошо аппроксимируется функцией Ло-
ренца

Vy(f) = − γ2

(f − f0)2 + γ2
. (2)

При этом x-компонента аппроксимируется выра-
жением

Vx(f) = (f − f0)
γ2

(f − f0)2 + γ2
. (3)

Здесь f0 — центральная частота, γ — ширина ли-
нии. Пунктирные линии на рис. 2б построены с по-
мощью выражений (2) и (3) при f0 = 206 МГц и
γ = 4.5МГц. Если под шириной линии Δf понимать
расстояние по частоте между минимумом и макси-
мумом кривой дисперсии, то для использованного
лоренциана хорошо выполняется соотношениеΔf ≈
≈ 2γ.

3. ФЕРРОМАГНИТНЫЙ РЕЗОНАНС

Регистрация спектров ФМР проводилась при
взаимно ортогональных направлениях постоянного
и переменного магнитных полей в плоскости пленки.
На рис. 3a приведены экспериментально зарегистри-
рованные зависимости частоты ФМР от величины
постоянного магнитного поля при его направлениях
вдоль двух взаимно ортогональных сторон содержа-
щего висмут образца. Оказалось, что для одной и
той же частоты резонансное поле вдоль стороны a

(круги на рис. 3a) больше, чем резонансное поле при
намагничивании вдоль другой стороны b (треуголь-
ники на рис. 3a).

Кроме того, с помощью спектрометра
SPINSCAN X зарегистрированы спектры ФМР
на частоте 9.4 ГГц при использовании образца той
же пленки, но меньших размеров. Эксперименталь-
но получены резонансные поля как при нормальном
намагничивании пленки, так и в ее плоскости.

Рис. 3. Зависимость частоты fres (а) и ширины линии
(б) ФМР от постоянного магнитного поля, направленного
вдоль стороны a (круги) и стороны b (треугольники) квад-
ратного образца в плоскости пленки BiY2Fe4.4Sc0.6O12.
Сплошные линии — результат аппроксимации выражением
(5). Пунктирные линии приведены для удобства зритель-

ного восприятия

Анизотропия частоты низкополевого ФМР
(рис. 3a) в кристаллографической плоскости (111)

указывает на то, что при теоретическом анализе,
наряду с вкладом первой константы кубической
анизотропии [4, 5], необходимо учесть вклад второй
константы. Используя стандартный подход [4, 5], в
случае намагничивания пленки перпендикулярно
плоскости для резонансной частоты fres получаем
выражение

fres
γ

= H +H∗
u − 4

3
Ha1 − 4

9
Ha2. (4)

А при намагничивании пленки в плоскости для резо-
нансной частоты с учетом второй константы имеем
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fres
γ

=

√
H − 1

3
Ha2 cos 6ϕ

×
√
H −H∗

u −Ha1 +
1

6
Ha2 − 1

9
Ha2 cos2 3ϕ. (5)

Здесь γ — гиромагнитное отношение (полагалось
равным γ = 2.88 МГц/Э), Ha1=K1/Ms и Ha2 =

= K2/Ms — вклады в эффективное поле анизотро-
пии, обусловленные первой K1 и второй K2 конс-
тантами кубической анизотропии, H∗

u = 2Ku/Ms −
− 4πMs — эффективное поле одноосной анизотро-
пии, включающее кристаллографический вклад Hu

и вклад формы образца 4πMs, Ms — намагничен-
ность насыщения, ϕ — азимутальный угол, зада-
ющий направление намагниченности в плоскости
пленки.

При анализе СВЧ-экспериментов полем Ha2 в
первом приближении можно пренебречь, что позво-
ляет из системы двух уравнений определить эффек-
тивные поля H∗

u = −1098±50 Э и Ha1 = 30.4±0.5 Э.
Отрицательное значение для эффективного поля
одноосной анизотропии свидетельствует о планар-
ном расположении намагниченности.

Для двух полевых зависимостей резонансной
частоты в низких полях (рис. 3a) из (5) получаются
два уравнения, отличающихся друг от друга неиз-
вестным азимутальным углом на π/2, а вторая неиз-
вестная величина — поле Ha2. Однако ввиду произ-
вольной ориентации образца в плоскости (111) из
этих уравнений можно получить лишь оценку ми-
нимального значения модуля |Ha2| ≥ 10.4 Э. Раз-
ность резонансных полей для двух взаимно ортого-
нальных направлений в плоскости примерно равна
полученному минимальному значению |Ha2|.

С целью проиллюстрировать применимость
уравнения (5) для описания экспериментально
наблюдаемой зависимости резонансной частоты от
поля на рис. 3a сплошными линиями приведены
зависимости, рассчитанные для Ha2 = 10.4 Э, а
угол ϕ = 0 соответствует направлению поля вдоль
стороны a образца. Ожидаемый в соответствии с
(5) рост fres при увеличении поля, направленного
вдоль стороны a образца, наблюдается в полях
выше 8 Э. В меньших полях резонансная частота
растет при уменьшении поля. При направлении по-
ля вдоль стороны b отклонение экспериментальной
зависимости fres(H) от теоретической наблюдается
в полях меньше 5 Э и состоит в более быстром,
по сравнению с теоретически ожидаемым из (5),
убывании частоты при уменьшении поля.

Экспериментально зарегистрированные зависи-
мости ширины линии Δf от поля H при намагни-

чивании в плоскости пленки вдоль двух взаимно ор-
тогональных сторон образца приведены на рис. 3б.
При направлении поля вдоль стороны a в полях, вы-
ше 8 Э ширина линии в пределах точности экспери-
мента не зависит от поля. В полях от 8 Э до 5 Э
уменьшение магнитного поля приводит к росту ре-
зонансной частоты и резкому увеличению ширины
линии. Такая ситуация возникает в случае ФМР в
образцах с доменной структурой [3, 4].

Большой эффект Фарадея в содержащих висмут
ЭПФГ позволил наблюдать в них доменную струк-
туру благодаря частичному выходу намагниченно-
сти доменов из плоскости пленки, обусловленному
вкладом кубической анизотропии. Так, в полях ни-
же 8 Э, приложенных вдоль стороны a в плоскости,
в линейно поляризованном свете экспериментально
наблюдается доменная структура в виде светлых и
темных полос примерно одинаковой ширины с пе-
риодом от 30 мкм до 40 мкм и расположенных пер-
пендикулярно полю. Размер доменов неоднороден, а
средний размер (период полосовой структуры) рас-
тет при уменьшении поля. В полях меньших 5 Э про-
исходит перестройка доменной структуры, состоя-
щая в повороте направления слабоконтрастных по-
лос примерно на 60◦. При этом сигнал ФМР уже
не регистрируется. Визуально наблюдаемая неодно-
родность ширины доменов проявляется в виде неод-
нородного уширения спектральной линии ФМР, со-
стоящего в увеличении ширины линии при умень-
шении поля.

Для направления поля вдоль стороны b пленка
выглядит однородной в поляризованном свете, а до-
менная структура, связанная с выходом намагни-
ченности из плоскости пленки, существует в интер-
вале полей 0–3 Э. Тем не менее отклонение поле-
вой зависимости резонансной частоты от теорети-
чески ожидаемой и увеличение ширины спектраль-
ной линии может свидетельствовать об образовании
доменной структуры, в которой намагниченность в
доменах ориентирована в плоскости пленки.

4. УПРУГИЕ КОЛЕБАНИЯ

В исследованных образцах содержащего висмут
граната экспериментально наблюдается модуляция
ФМР-спектров набором узких, шириной порядка
0.1 МГц, равноотстоящих друг от друга на рассто-
янии Δf = 3.81 МГц линий. Ширина и частот-
ное положение этих линий не зависят от величи-
ны и направления постоянного магнитного поля в
плоскости пленки. Амплитуда модулирующих ли-
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ний пропорциональна величине сигнала ФМР, до-
стигает максимума при совпадении частоты линии
с частотой ФМР и является заметной в пределах
ширины линии ФМР.

Наблюдаемая частота 3.81 МГц при скорости
поперечных упругих волн в гадолиний-галлиевом
гранате 3750 м/c [7] соответствует длине волны
984 мкм. Поскольку полная толщина образца, вклю-
чая пленку (10.5 мкм) и подложку, равна 455 ±
± 1 мкм, то можно предположить, что длина воз-
буждаемой упругой волны примерно равна удвоен-
ной толщине подложки. Соответственно, экспери-
ментально наблюдаемый механизм модуляции спек-
тров ФМР состоит в следующем. Резонансные коле-
бания намагниченности за счет магнитоупругой свя-
зи в ЭПФГ приводят к появлению упругих колеба-
ний в структуре пленка–подложка. Максимум амп-
литуды упругих колебаний достигается при условии
размерного резонанса, а именно, по толщине образ-
ца укладывается целое число длин полуволн попе-
речных упругих колебаний. При этом упругие ко-
лебания наблюдаются экспериментально при ФМР
как в моно-, так и в полидоменном состояниях.

Будем рассматривать упругие моды как незави-
симые друг от друга осцилляторы, каждый из ко-
торых связан с магнитным осциллятором. Тогда, по
аналогии с работой [12], запишем систему уравнений

(ω − ωM + iηM )m+ =
Ω

2

∑
k

u+k + χh+,

∑
k

δ1k (ω − ωk + iηA)u
+
1 =

Ωm+

2
,

. . .∑
k

δNk (ω − ωk + iηA) u
+
N =

Ωm+

2
.

(6)

В этих уравнениях переменная m+ = mx + imy

описывает амплитуду колебаний намагниченности,
i — мнимая единица, h+ — амплитуда переменного
магнитного поля, χ — магнитная восприимчивость.
Магнитный осциллятор характеризуется резонанс-
ной частотой ωM и параметром затухания ηM . Ко-
лебания k-го упругого резонатора описываются ком-
плексной амплитудой u+k , резонансной частотой ωk
и одинаковым для всех осцилляторов параметром
затухания ηA. Каждый из упругих осцилляторов
связан с магнитным осциллятором, и степень связи
определяется эффективным коэффициентом магни-
тоупругой связи Ω. При переходе к действительной
и мнимой частям переменных движения из системы
(6) получаем систему 2N + 2 линейных алгебраиче-

Рис. 4. Экспериментально наблюдаемые сигналы Vx

(сплошная линия 1) и –Vy (сплошная линия 2) в ЭПФГ
BiY2Fe4.4Sc0.6O12 (а) и Y3Fe4.3In0.7O12 (б). Пунктирные
линии — действительная (1) и мнимая (2) части амплиту-
ды переменной намагниченности, рассчитанные согласно

системы уравнений (6)

ских уравнений, где N — число упругих осциллято-
ров.

Результат численного решения системы урав-
нений (6) для амплитуды колебаний намагничен-
ности при N = 19 упругих осцилляторов приве-
ден на рис. 4a. Расчеты проведены при ωM/2π =

= 206.0 МГц, ηM/2π = 4.5 МГц, ηA/2π = 0.1 МГц,
Ω/2π = 1.6 МГц. Резонансная частота k-го резона-
тора задавалась соотношением ωk = 2π(n + k)Δf

при n = 47, k = 1, 2, . . . , 19 и Δf = 3.81 МГц.
Сравнивая результаты численного расчета с ре-

зультатами эксперимента (рис. 4), получаем не толь-
ко качественное, но и количественное согласие. В
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результате специально проведенных расчетов полу-
чено, что увеличение коэффициента магнитоупру-
гой связи Ω приводит к росту глубины модуляции.
Кроме того, глубина модуляции обратно пропорци-
ональна ширине акустической линии. Удовлетвори-
тельное согласие теории и эксперимента достигает-
ся при ширине линии упругих колебаний, равной
0.1 МГц, и значении эффективного коэффициента
магнитоупругой связи 1.6 МГц.

Интересно заметить, что при учете только од-
ного упругого осциллятора сближение частот упру-
гого резонанса и ФМР приводит к характерному
для связанных колебаний сдвигу резонансных час-
тот. Однако этот эффект в расчетных результатах
исчезает при учете большого числа упругих резона-
торов, расположенных по обе стороны относительно
частоты ФМР в пределах ширины линии.

Модуляция спектров ФМР модами упругих
колебаний системы пленка-подложка не являет-
ся уникальным свойством только ЭПФГ состава
Y2BiFe4.4Sc0.6O12. В качестве примера на рис. 4б
жирными линиями приведены экспериментально
зарегистрированные сигналы ФМР в ЭПФГ состава
Y3Fe4.3In0.7O12. Процедура коррекции фазы с помо-
щью выражения (1) проведена при φ = 0.015π. По
всей видимости, различия в углах корректировки
фазы φ обусловлено различными магнитными и
размерными характеристиками образцов.

Пунктирными линиями на рис. 4б приведены за-
висимости, рассчитанные с помощью системы урав-
нений (6), и в этом случае также наблюдается хоро-
шее согласие теории с экспериментом. Расчеты про-
ведены при ωM/2π = 379.5МГц, ηM/2π = 6.25МГц,
ηA/2π = 0.25МГц, Ω/2π = 1.2МГц, ωk/2π — кратно
3.205 МГц. При этом также использовано 19 акусти-
ческих линий.

Полная толщина образца, включая и пленку,
и подложку, равна 550 ± 1 мкм при толщине
ЭПФГ 2.8 мкм. Частотный интервал между линия-
ми 3.205 МГц оказался меньше, чем для более тонко-
го образца. При этом отношение частот равно при-
мерно 1.19 при обратном отношении толщин 1.21.
С учетом разных ЭПФГ и разных партий гадоли-
ний-галлиевых подложек можно считать, что на-
блюдаемые соотношения дополнительно свидетель-
ствуют в пользу возникновения и в этом случае раз-
мерного резонанса по толщине образца.

Для индий-замещенной ЭПФГ глубина модуля-
ции ФМР-спектра меньше, чем для скандий-заме-
щенного граната, что обусловлено как меньшей ве-
личиной параметра магнитоупругой связи, так и
большей шириной линии акустических резонансов.

Вопрос о влиянии химического состава и толщины
ЭПФГ на резонансные частоты упругих колебаний
является темой отдельного исследования.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В ЭПФГ с планарным расположением намаг-
ниченности экспериментально исследованы спектры
ФМР как по полевой зависимости сигнала поглоще-
ния на частоте 9.4 ГГц, так и по частотной зави-
симости комплексного коэффициента поглощения в
слабых полях от 5 до 40 Э. Низкополевой ФМР при
ориентации магнитного поля в плоскости пленки на-
блюдается в диапазоне частот ниже 600 МГц.

Показано, что форма линии поглощения в мо-
нодоменном состоянии имеет лоренцев вид, а зави-
симость резонансной частоты от магнитного поля
определяется как отрицательной одноосной анизо-
тропией, укладывающей намагниченность в плос-
кость пленки, так и кубической анизотропией. Для
кубической анизотропии в низкополевомФМР наря-
ду с вкладом первой константы необходимо учиты-
вать вклад второй константы, определяющей анизо-
тропию резонансной частоты в плоскости (111). Во-
обще говоря, возможны и другие вклады, обуслов-
ленные, например, отклонением кристаллографиче-
ского направления 〈111〉 от нормали к плоскости об-
разца. Однако учет этого вклада в первом прибли-
жении не потребовался, что, по-видимому, обуслов-
лено его малостью.

При намагничивании ЭПФГ состава
Y2BiFe4.4Sc0.6O12 в плоскости пленки наряду с
анизотропией резонансной частоты также наблюда-
ется и анизотропия поля насыщения. Сигналы ФМР
наблюдаются и в монодоменном, и в полидоменном
состояниях, что подтверждается непосредствен-
ной регистрацией полосовой доменной структуры
в линейно поляризованном свете. Низкополевой
ФМР, связанный с доменной структурой, при
намагничивании вдоль одной из сторон образца в
кристаллографической плоскости (111) возникает
в полях ниже 8 Э. В этих полях наблюдается рост
резонансной частоты и резкий рост ширины линии
ФМР с уменьшением поля. При намагничивании
вдоль ортогонального направления также наблю-
дается рост ширины линии при незначительном
отклонении полевой зависимости резонансной
частоты от теоретической.

Экспериментально обнаружена модуляция сиг-
нала ФМР, обусловленная резонансном упругих
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поперечных колебаний по толщине структуры плен-
ка–подложка. Из оценок длины волны по скорости
поперечного звука не только установлен резонанс
упругих колебаний, но и экспериментально про-
демонстрировано уменьшение интервала между
гармониками колебаний при переходе к более толс-
той подложке. Возбуждение упругих колебаний в
структуре пленка–подложка происходит за счет
магнитоупругого взаимодействия. Коэффициент
магнитоупругой связи в более толстых пленках
Y2BiFe4.4Sc0.6O12 оказался выше, чем для более
тонких пленок Y3Fe4.3In0.7O12, в то время как
ширина линии упругих колебания имеет обратную
зависимость. В результате таких различий глубина
модуляции спектра ФМР упругими колебаниями
для образца Y2BiFe4.4Sc0.6O12 оказалась выше, чем
для Y3Fe4.3In0.7O12.
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нансовой поддержке Министерства науки и высшего
образования Российской Федерации в рамках науч-
ного проекта Мегагрант №075-15-2019-1934 в части
синтеза магнитных пленок и теоретического анали-
за экспериментальных данных, а также Российско-
го фонда фундаментальных исследований в рамках
научного проекта №18-29-02120 в части проведения
экспериментальных исследований.

ЛИТЕРАТУРА

1. П. М. Ветошко, А. К. Звездин, В.А. Скиданов и
др., Письма в ЖТФ 41, 103 (2015).

2. A. R. Prokopov, P. M. Vetoshko, A. G. Shumilov et
al., J. Alloys Comp. 671, 403 (2016).

3. А. Г. Гуревич,Магнитный резонанс в ферритах и
антиферромагнетиках, Наука, Москва (1973).

4. В. Г. Шавров, В. И. Щеглов, Ферромагнитный
резонанс в условиях ориентационного перехода,
Физматлит, Москва (2018).

5. H. Makino and Y. Hidaka, Mat. Res. Bull 16, 957
(1981).

6. Ю. В. Гуляев, П. Е. Зильберман, Г. Т. Казаков и
др., Письма в ЖЭТФ 34, 500 (1981).

7. V. L. Preobrazhensky, V. V. Aleshin, and P. Pernod,
Wave Motion 81, 15 (2018).

8. S. Streib, H. Keshtgar, and G. Bauer, Phys. Rev.
Lett. 121, 027202 (2018).

9. В. Ф. Шкарь, Е. И. Николаев, В. Н. Саяпин и др.,
ФТТ 46, 1043 (2004).

10. Ю. В. Хивинцев, В. К. Сахаров, С. Л. Высоцкий и
др., ЖТФ 88, 1060 (2018).

11. В. В. Тихонов, А. Н. Литвиненко, А. В. Садовни-
ков и др., Известия РАН, Серия Физическая 80,
1389 (2016).

12. K. An, A. N. Litvinenko, R Kohno et al., Phys. Rev.
B 101, 060407 (2020).

314



ЖЭТФ, 2021, том 159, вып. 2, стр. 315–329 c© 2021

ЭФФЕКТ ТРЕНИРОВКИ ЭЛЕКТРОСОПРОТИВЛЕНИЯ
В ОБМЕННО-СМЕЩЕННОМ КОБАЛЬТИТЕ GdBaCo2O5.5

Н. И. Солин*, С. В. Наумов

Институт физики металлов им. М. Н. Михеева Уральского отделения Российской академии наук
620108, Екатеринбург, Россия

Поступила в редакцию 12 августа 2020 г.,
после переработки 26 августа 2020 г.

Принята к публикации 27 августа 2020 г.

Исследуется природа эффекта тренировки в соединениях с обменным смещением, заключающегося в
уменьшении поля обменного смещения HEB при циклическом изменении магнитного поля. Показано,
что в кобальтите GdBaCo2O5+δ (δ ≈ 0.5) эффекты тренировки электросопротивления — изменения элек-
тросопротивления при циклическом изменении магнитного поля, ρcycl(N), и вращении образца, ρrot(N),
где N — номер цикла, — являются аналогом эффекта тренировки HEB. Электросопротивление, как и
HEB, резко изменяется после первого цикла (N > 1(2)) и медленнее при последующих циклах, что
связано с уменьшением намагниченности ферромагнитных частиц. Результаты объясняются влиянием
двух механизмов: в первом намагниченность уменьшается быстро, во втором — медленно. Предполага-
ется, что неравновесное состояние и эффект тренировки взаимосвязаны и обусловлены существованием
однодоменных ферромагнитных частиц разного объема V и зависимостью времени релаксации их на-
магниченности от объема однодоменных (суперпарамагнитных) частиц, τ ∝ exp(KanV/kT ), где Kan —
плотность энергии магнитной анизотропии. Природа резкого изменения HEB и электросопротивления
после первых циклов обусловлена близостью энергии KanV мелких однодоменных частиц к тепловой
энергии kT . В этой модели обменное смещение исчезнет при бесконечном циклическом перемагничива-
нии, HEB = 0.

DOI: 10.31857/S0044451021020000

1. ВВЕДЕНИЕ

Одним из удивительных и необычных явлений
в физике магнитных материалов является эффект
обменного смещения, или однонаправленной анизо-
тропии. Необычность проявляется в том, что фи-
зические свойства зависят не только от величи-
ны, но и от знака напряженности магнитного по-
ля. Эффект может быть описан как однонаправлен-
ная анизотропия, которая нарушает симметрию об-
ращения времени. Однонаправленная анизотропия
зарождается в гетерогенной среде, содержащей мел-
кие ферромагнитные (FM) частицы в антиферро-
магнитной (АFM) матрице при охлаждении в маг-
нитном поле Hcool при температуры выше темпера-
туры Нееля TN , причем FM-частицы должны иметь
более высокую температуру магнитного упорядоче-
ния, TC > TN [1–8]. Хотя были предприняты зна-

* E-mail: solin@imp.uran.ru

чительные усилия [3–7,9–13], чтобы понять необыч-
ные явления, связанные с эффектом обменного сме-
щения, лежащий в основе его механизм все еще
находится в стадии интенсивных дискуссий. Выяс-
нение фундаментальной роли обменного смещения
в устройствах спинового клапана и в туннельных
устройствах вызвало взрывной рост исследований в
системах FM/АFM [7].

Обменное смещение впервые наблюдали Майкл-
джон и Бин в 50-х годах прошлого века по смеще-
нию петли гистерезиса намагниченности в мелких
FM-частицах кобальта с АFM-оболочкой из оксида
кобальта, осажденных в диамагнитную ртуть [1, 2].
Полученные результаты авторы объяснили обмен-
ным взаимодействием, возникающим на поверхно-
сти раздела между однодоменной FM-частицей Co
и АFM-оболочкой CoO. Хотя в этой модели требует-
ся обменное поле на два порядка больше, чем экспе-
риментальное, и природа эффекта пока теоретичес-
ки не обоснована, само явление обменного смещения
широко используется в устройствах спинового кла-
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пана и туннельных системах, в современных систе-
мах записи и хранения информации (см. ссылки в
работах [3, 8]).

Одной из нерешенных проблем для соединений
с обменным смещением является природа эффекта
тренировки [4,7]. Этот эффект проявляется в умень-
шении поля обменного смещения HEB и установ-
лении его равновесного значения при бесконечном
циклическом изменении магнитного поля [4–8]. Су-
ществуют два типа тренировочного эффекта: один
между первым и вторым циклами, а другой — с
большим числом циклов N [4]. Изменение HEB по-
сле первого цикла происходит очень резко, а после-
дующие циклы производят более медленные изме-
нения HEB. Для второго типа тренировочного эф-
фекта уменьшение HEB(N) описывается эмпириче-
ским выражением ΔHEB ∝ N−1/2 при N > 1 или
N > 2, предложенным в работе [14]. Первый цикл
не соответствует степенному соотношению, природа
его, как и самого эмпирического выражения, до сих
пор не известна [4, 6–8].

Широко распространено мнение, что тре-
нировочный эффект связан с нестабильностью
АFM-слоя или интерфейса FM/AFM, созданного в
процессе охлаждения в магнитном поле [7, 9, 10, 13].
В модели спиновой релаксации получена рекур-
сивная формула, связывающая сдвиг первой петли
с остальными через некоторые постоянные [10].
Считается, что тренировочный эффект связан
с перестройкой спиновой структуры AFM к со-
стоянию равновесия и отражает переориентацию
доменов AFM на границе раздела AFM/FM и не
имеет отношения к нестабильности FM-структуры
[9,10]. Предполагается, что симметрия анизотропии
антиферромагнетика имеет решающее значение для
понимания эффектов тренировки первого типа [11].
Ожидается, что эффект тренировки увеличива-
ется в поликристаллах, он мал или отсутствует в
монокристаллах (см. ссылки в работе [4]).

Мы предполагали [15], что неравновесное состо-
яние и связанные с ним эффекты тренировки яв-
ляются естественными явлениями, так как замо-
роженное в магнитном поле состояние структуры
FM/АFM отделено от термодинамического равно-
весного состояния потенциальным барьером [16]. В
случае нестационарного состояния циклические из-
менения магнитного поля проявляются как эффект
старения или тренировки HEB. Установлено, что в
кобальтите GdBaCo2O5+δ эффект тренировки HEB

вызван уменьшением намагниченности FM-частиц
при циклическом изменении магнитного поля. В за-
висимости от времени намагниченностьM(t) умень-

шается резко после первого цикла и медленно при
последующих циклах N [15].

Результаты анализировались под влиянием двух
механизмов. В первом намагниченность уменьша-
ется быстро в зависимости от времени, M(fast) ∝
∝ [1 − exp(−t/τ)] при τ ≈ 600 с, во втором — мед-
ленно, M(slow) ∝ t, что может соответствовать экс-
поненциальной зависимости 1−exp(−t/τ) при t/τ �
� 1. Была установлена пропорциональность между
уменьшениями намагниченности M(t) FM-частиц и
поля обменного смещения HEB(t). Временные зави-
симости HEB(t) описываются теми же выражения-
ми, что и намагниченность. Результаты объяснены
на основе феноменологической модели Майклджо-
на и Бина [1–3], где предсказана линейная зависи-
мость обменного смещения FM-намагниченности ге-
тероструктуры FM/АFM.

Предполагалось, что среда неоднородна и име-
ются мелкие (однодоменные) и крупные (многодо-
менные) FM-частицы. Размагничиванием крупных
FM-частиц при циклическом изменении магнитного
поля объяснялось резкое уменьшениеM(t) иHEB(t)

и отклонение HEB(N) от известного степенного со-
отношения HEB ∝ N−1/2 при N > 1.

Данная работа является продолжением исследо-
ваний природы обменного смещения в слоистых ко-
бальтитах [15, 17]. Известна связь между электро-
сопротивлением и обменным смещением в слоистом
кобальтите EuBaCo2O5.5 [17]. В связи с проблемой
эффекта тренировки HEB определенную ясность
могли бы внести исследования влияния обменного
смещения на электросопротивление при цикличес-
ких изменениях магнитного состояния. Были изуче-
ны электросопротивления при циклическом измене-
нии магнитного поля, ρcycl, и при циклическом вра-
щении образца, ρrot (отклонении магнитного поля
от направления охлаждения), в обменно-смещенном
поликристалле GdBaCo2O5+δ с δ ≈ 0.5.

Установлена аналогия между эффектом трени-
ровкиΔHEB и эффектом тренировки электросопро-
тивления при циклическом изменении магнитного
поля, Δρcycl, и при вращении образца, Δρrot. Значе-
ния Δρcycl и Δρrot резко увеличиваются после пер-
вых циклов за характерные времена τ ∼ 500 с и
медленнее при последующих циклах (t > 3 · 103 с).
Поведение электросопротивления, как и поля об-
менного смещения, хорошо описываются эмпиричес-
ким выражением Δρcycl, Δρrot(t) ∝ N−1/2 при N >

> 1(2). Их поведение в зависимости от времени соот-
ветствует уменьшению намагниченности FM-клас-
теров, Δρcycl ∼ Δρrot ∼ ΔMFM (t). Временные зави-
симости ρ(t) описываются теми же выражениями,
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что и намагниченность: ρ(fast) ∝ [1−exp(−t/τ)] при
τ ≈ 500 с, ρ(slow) ∝ t. После длительных изменений
магнитного поля (N ≥ 5, t > 104 с) изменение элек-
тросопротивление оставалось постоянным как при
H = 0, так и при H = const за время измерений
около 4 ч.

Показано, что многодоменные FM-частицы не
ответственны за природу тренировочного эффекта
первого типа. Неравновесное состояние и эффек-
ты тренировки взаимосвязаны и объясняются су-
ществованием в образце однодоменных FM-частиц
разного объема, в которых в зависимости от объ-
ема и энергии однодоменных частиц время релак-
сации τst намагниченности однодоменных частиц в
стационарное состояние может меняться от долей
секунды до десятка лет [18]. Оценки времен релак-
сации согласуются с экспериментом при разумных
значениях плотности энергии магнитной анизотро-
пии Kan. Анизотропия поперечного AMR⊥(θ) и про-
дольного AMR‖(θ) магнитосопротивления опреде-
ляется энергией однонаправленной (обменной) ани-
зотропии E ∝ −K cos θ [1, 2]:

AMR(θ) ∝ 1± cos θ,

где θ — угол отклонения магнитного поля от направ-
ления поля обменного смещения, знаки «+» или
«−» соответствуют продольному или поперечному
магнитосопротивлению.

2. ОБРАЗЦЫ И МЕТОДИКИ
ИССЛЕДОВАНИЙ

Слоистые кобальтиты привлекают большое вни-
мание из-за их необычных магнитных, электриче-
ских свойств и фазовых переходов. В них обнаружен
ряд последовательных переходов: металл–изолятор,
парамагнитный (PM), FM- и AFM-переходы. Они
имеют слоистую кристаллическую структуру перов-
скита, состоящую из слоев, расположенных вдоль
c-оси, в которой слои RO (R — редкоземельный
ион) и BaO перемежаются слоями CoO2 [19, 20].
Вследствие слоистости они являются сильноанизот-
ропными [20]. В зависимости от содержания кис-
лорода (0 ≤ δ ≤ 1) валентное состояние кобаль-
та в RBaCo2O5±δ меняется от Co2+ до Co4+. В
RBaCo2O5.5 присутствуют только ионы Co3+, ко-
торые расположены в кристаллической решетке из
равного числа октаэдров CoO6 и квадратных пира-
мид CoO5 [19, 20].

Поликристаллические образцы GdBaCo2O5+δ

были синтезированы методом Печини [21]. В ка-
честве исходных компонентов были использованы

Gd2O3, BaCO3, Co. Реагенты были предварительно
прокалены (Gd2O3, 900 ◦C), высушены (BaCO3,
500 ◦C) и восстановлены в токе водорода (Co,
600 ◦C). Определение содержания кислорода δ

проводилось методом восстановления образца в
атмосфере водорода. Приготовленный образец
был однофазным с δ = 0.52 ± 0.02, имел орто-
ромбическую структуру (пространственная группа
Pmmm, № 47) с параметрами элементарной ячейки
a = 3.874(3) Å, b = 7.821(6) Å, c = 7.531(3) Å [15].
Определены основные физические параметры об-
менного смещения поликристалла GdBaCo2O5.52:
температура блокировки, ниже которой возникает
обменное смещение, TB ≈ 200 K, температура
Кюри TC = 277 ± 2 K, которая выше температуры
АFM-упорядочения TN = 230 ± 10 K. Оценены
размеры и плотность FM-кластеров: образец при
T < TN представляет АFM-среду с вкраплени-
ями FM-кластеров с размерами d = 3–4 нм с
расстояниями между ними около 20 нм [22].

Исследования электросопротивления прове-
дены стандартным четырехконтактным методом
на образце в виде параллелепипеда размерами
5 × 1.4 × 1.2 мм3, ток направлен вдоль длинной
оси образца и перпендикулярно направлению маг-
нитного поля. Магнитные исследования проведены
в центре коллективного пользования ИФM УрО
РАН с использованием магнитометра MPMS-5XL
(QUANTUM DESIGN).

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

На рис. 1 приведены временные зависимос-
ти электросопротивления поликристалла
GdBaCo2O5.52 при циклическом изменении маг-
нитного поля. Исследования проведены по схеме,
примененной при исследовании эффекта трениров-
ки поля обменного смещения HEB в работе [15].
Образец охлаждался в магнитном поле H = 15 кЭ
от T = 300 K до T = 77 K и вначале выдерживался
в таком состоянии в течение t ≈ 4 ·103 с. Электросо-
противление не остается постоянным в магнитном
поле H = const. После резкого увеличения за
время t ∼ 103 с электросопротивление монотонно
увеличивается примерно на 1% за время около
4 · 103 с (символы 1 на левой вставке к рис. 1a и на
рис. 1б).

Аналогичные результаты были обнаружены при
исследовании намагниченности GdBaCo2O5.52 [15]:
(правая вставка на рис. 1а). Временная зависимость
намагниченности M(t) при H = const = 15 кЭ была
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Рис. 1. (В цвете онлайн) Временные зависимости: а — электросопротивления ρ(t); б — относительного изменения элек-
тросопротивления Δρ/ρ(t) = [ρ(t) − ρ(t = 0)]/ρ(t = 0); в — напряженности магнитного поля H(t). Левая вставка на
рис. 1а: временная зависимость электросопротивления при H = 15 кЭ (1); быстро (fast) и медленно (slow) меняющиеся
части электросопротивления; символы — эксперимент; линии — расчет. Правая вставка на рис. 1а: временная зависи-
мость намагниченности Mc при H = 15 кЭ (1); быстро (fast), медленно (slow) меняющиеся части намагниченности
Mc; символы — эксперимент, линии — расчет. Поликристалл GdBaCo2O5.52 охлажден от T = 300 К до T = 77 К при

H = 15 кЭ. На рис. 1в символами показаны значения H1 и H2 из рис. 2 (см. текст)

объяснена влиянием двух механизмов: в первом на-
магниченностьMc(fast) быстро уменьшается за вре-
мя порядка 103 c (символы 1), во втором — намаг-
ниченность далее уменьшается линейно в зависимо-
сти от времени (штрихпунктирная линия 1 ′). После
вычитания линейной части M(t) можно выделить
вклады намагниченности, меняющиеся быстро (fast)
и медленно (slow) от времени. Экспериментальные
данные для M(t) при H = const (символы 1) хоро-
шо описываются (сплошные линии) выражением

Mc(fast) ≈ mc(fast)[1− exp(−t/τ1)],
Mc(slow) ∝ mc(slow)t

(1)

при τ1 ≈ 600 с, где mc(fast) = −3.7 мГс·см3/г,
mc(slow) ≈ −1.5 · 103 мГс · см3/г · c — соответственно
амплитуда и скорость изменения намагниченности
от времени при H = const. Вклад Mc(slow) ∝ t мо-
жет соответствовать экспоненциальной зависимости
1− exp(−t/τ) при t/τ � 1 [15].

Видно, что в целом вид зависимостей электро-
сопротивления ρ(t) и намагниченности M(t) совпа-
дает: уменьшение намагниченности приводит к уве-
личению электросопротивления. Временную зависи-
мость электросопротивления ρ(t) при Hc = 15 кЭ =

= const также можно представить как суперпо-
зицию двух механизмов, вклад которых быстро,
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ρc(fast), и медленно, ρc(slow), изменяется в зависи-
мости от времени. Экспериментальные результаты
для ρ(t) при H = const можно довольно хорошо опи-
сать (символы 1 — эксперимент, линии — расчет на
левой вставке к рис. 1а) выражением

ρc(fast) ≈ Rc(fast)[1 − exp(−t/τ2)],
ρc(slow) ∝ Rc(slow)t

(2)

при τ2 ≈ 500 с, Rc(fast) = 2.6 мОм·см, Rc(slow) ≈
≈ 7.3·10−4 мОм·см/с, где Rc(fast) и Rc(slow) — соот-
ветственно амплитуда и скорость изменения элект-
росопротивления от времени при H = 15 кЭ. Из
вставок к рис. 1 можно оценить, что изменение на-
магниченностей Mc(fast) и Mc(slow) на 1 мГс·см3/г
вызывает изменения электросопротивлений ρc(fast)
и ρc(slow) соответственно на 1 и 0.5 мОм · см.

Далее проведены измерения электрического со-
противления при 11 циклах изменения магнитного
поля от +15 кЭ до −15 кЭ (время одного цикла
tcycl ≈ 460 c). Видно (рис. 1а), что электросопро-
тивление резко (почти на 4%) увеличивается после
первого цикла (рис. 1б), значения его не возвраща-
ются в первоначальное состояние и увеличиваются
после каждого цикла. Минимальные значения элек-
тросопротивления, ρmin1(t), достигаются в поле, при
котором образец был охлажден, H = 15 кЭ. Значе-
ние электросопротивления ρmin1(t,H = 15 кЭ) рез-
ко возрастает после первого цикла, а после четвер-
того цикла происходит практически линейный рост
ρmin1(t) в зависимости от времени (см. кривую 2
рис. 1а). За время 11 циклов изменения магнитно-
го поля электросопротивление ρmin1(t) увеличилось
примерно на 2.5%. Оно остается постоянным (в пре-
делах точности измерений около 0.05%) после пре-
кращения циклических изменений магнитного поля
за время измерений t ≈ 5 · 103 c при H = const =

= 15 кЭ (символы 3 на рис. 1а и 1б).
Отметим, что после 11 циклов изменений маг-

нитного поля на ±15 кЭ сопротивление ρ(t) так-
же оставалось постоянным в течение времени из-
мерений tmeas ≈ 1.2 · 104 с и при H = 0 (данные
не показаны). «Анизотропия» электросопротивле-
ния Δρcyclan (N) = ρmax − ρmin, где ρmax и ρmin —
минимальное и максимальное значения электросо-
противления для каждого цикла, резко уменьшает-
ся (от 42 до 28 мОм · см) за первые 3–5 циклов. При
N > 5 (t > 3 · 103 с) она остается постоянной.

На рис. 2 приведены зависимости электросопро-
тивления от напряженности магнитного поля для
первых двух (N = 1 и N = 2) и последнего (N =

= 11) циклов. Петля гистерезиса электросопротив-

Рис. 2. (В цвете онлайн) Влияние циклического изменения
магнитного поля на электросопротивление поликристал-
ла GdBaCo2O5.52, охлажденного в магнитном поле 15 кЭ
от 300 до 77 К. Приведены результаты для N = 1, 2, 11
для восходящей (от 15 до −15 кЭ) и исходящей (oт −15

до 15 кЭ) ветвей электросопротивления. Вставка: поля об-
менного смещения в зависимости от номера цикла, опре-
деленные из измерений намагниченности (Hρ

EB) и элек-
тросопротивления (HM

EB)

Рис. 3. (В цвете онлайн) Эффект тренировки намагни-
ченности поликристалла GdBaCo2O5.52 для двух циклов
изменения магнитного поля от +15 до −15 кЭ. Верхняя
вставка — зависимости HM

EB и Hρ
EB от номера цикла N ;

символы — эксперимент, сплошная линия — расчет из вы-
ражения (4). Нижняя вставка — полевая зависимость на-
магниченности FM-частиц для двух циклов намагничива-

ния при вычете AFM- и PM-вкладов

ления ρ(H), как и петля гистерезиса намагниченно-
сти (рис. 3), смещена относительно H = 0 и име-
ет асимметричный вид кривой «бабочки» с мак-
симумами ρ(H) при H1 и H2. Особенностью пове-
дения электросопротивления в магнитном поле яв-
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ляется однонаправленность: значение электросопро-
тивления зависит не только от величины, но и от
знака напряженности магнитного поля. В направ-
лении магнитного поля, при котором образец был
охлажден, значение электросопротивления меньше,
чем при противоположном направлении магнитного
поля.

Циклические изменения магнитного поля приво-
дят к необычному поведению электросопротивления
ρ(H): оно с существенным запаздыванием по вре-
мени следует значениям напряженности магнитно-
го поля. На первой восходящей ветви (Nup

1 ) элект-
росопротивление увеличивается от минимального
значения ρmin1 при H = 15 кЭ до максимального
значения ρmax1 при H1 ≈ −5.8 кЭ, далее уменьша-
ется до минимального значения ρmin2 > ρmin1 при
H = −15 кЭ. На исходящей (Nout

1 ) ветви ρ(H) до-
стигает максимального значения ρmax2 > ρmax1 при
H2 ≈ 0.5 кЭ и минимального значения, существен-
но отличающегося от исходного значения ρmin1 при
H = −15 кЭ (рис. 2). На второй ветви и до N = 11

последующих циклов значения ρmax1, ρmax2, ρmin1,
ρmin2 плавно увеличиваются после каждого цикла
намагничивания, а значения H1 и H2 уменьшаются
до H1 ≈ −2.6 кЭ и H2 ≈ 0 при N = 11. Изменения
H1 иH2 при циклическом изменении магнитного по-
ля показаны символами на рис. 1в.

Обменное смещение обычно характеризуется об-
менным полем HEB [3–8]:

HEB = (H1 +H2)/2, (3)

где H1 и H2 соответствуют значениям магнитно-
го поля, при которых намагниченность петли гис-
терезиса меняет знак при уменьшении и увеличе-
нии напряженности магнитного поля (рис. 3). По-
лагаем, что поведение электросопротивления ρ(H)

охлажденного в поле H = 15 кЭ поликристал-
ла GdBaCo2O5.52 определяется намагниченностью
образца M(H) и достигает максимальных значе-
ний при минимальных значениях намагниченности,
M = 0. В этом предположении значения H1 и H2

на рис. 2 являются аналогами определения HEB

из измерений электросопротивления. На вставке к
рис. 2 приведены значения поля обменного смеще-
ния HEB, определенные из магнитных [22] (HM

EB)
и электрических (Hρ

EB) измерений в зависимости
от номера цикла. Видно, что значения HEB, опре-
деленные из магнитных и электрических измере-
ний, различаются почти в 2–3 раза. Такое же раз-
личие между Hρ

EB и HM
EB обнаружено в кобальти-

тах Nd0.84Sr0.16CoO3 и La0.88Sr0.12CoO3 [23,24]. Дву-
кратное различие между Hρ

EB и HM
EB отмечено в

пленочной структуре Co/CoO [25]. В некоторых ра-
ботах большое различие не обнаружено [26, 27].

Полагаем, что объяснение этого казуса лежит в
природе намагниченности слоистых кобальтитов и
методике определения HEB. При низких темпера-
турах намагниченность слоистых кобальтитов опре-
деляется в основном (более 90%) РМ-вкладом ред-
коземельного иона R3+ и АFM-вкладом ионов Co

[20,28], а намагниченность FM-частиц, вызывающая
обменное смещение, мала [15]. В выражении (3) для
определения HEB предполагается противополож-
ная ситуация: намагниченность FM-частиц долж-
на быть значительно больше намагниченности мат-
рицы [3–8]. Вследствие этого значения H1 и H2 на
рис. 3 не соответствуют значениям магнитного по-
ля, при которых намагниченность FM-частиц ме-
няет знак. Малой намагниченностью FM-частиц по
сравнению с намагниченностью матрицы объясня-
ется различие между значениями Hρ

EB и HM
EB (см.

вставку на рис. 2).
В большинстве работ по другим кобальтитам

(см. ссылки в работе [8]) при определении значе-
ния HEB из магнитных измерений не учитывается
АFM-вклад ионов Со. Можно предположить, что из
электрических измерений определяются истинные
значения HEB, так как намагниченность матрицы
кобальтитов не влияет на положения H1 и H2. Для
исключения влияния намагниченности матрицы об-
менное смещение рекомендуется характеризовать
асимметрией намагниченности: mEB = (m1+m2)/2,
где m1 и m2 значения намагниченности при H = 0,
как показано на нижней вставке к рис. 3 [29].

Зная временные зависимостиH1(t1) и H2(t2), см.
рис. 2 и 3, можно с помощью выражения (3) опре-
делить временные зависимости Hρ

EB[t = (t1 + t2)/2]

и HM
EB[t = (t1 + t2)/2] из измерений электросопро-

тивления и намагниченности. Результаты для вре-
менных зависимостей Hρ

EB и HM
EB от номера цик-

ла N , приведенные на вставке к рис. 2 и на верх-
ней вставке к рис. 3, изображены символами. Время
на нижней оси приведено в единицах длительности
цикла измерения электросопротивления для сопо-
ставления времени с номером цикла N = t/τcycle,
τcycle = 460 c. Видно, что как HM

EB, так и Hρ
EB сна-

чала резко убывают и при t > 3 · 103 c обе величи-
ны уменьшаются линейно в зависимости от време-
ни (штриховая линия 1). В пределах точности из-
мерений временные зависимости HM

EB и Hρ
EB прак-

тически совмещены (длительность цикла измерений
HM
EB была равна τcycle = 1050 c [15]). Этот резуль-

тат показывает, что за изменения HEB ответственно
не число циклов, а суммарное время действия цик-
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лов. Вычитая линейные части HEB(t), мы выделим
вклады, меняющиеся быстро, HEB(fast), и медлен-
но, HEB(slow), — зависящие от времени части полей
обменного смещения. Экспериментальные результа-
ты для Hρ

EB(t) (сплошная линия на верхней вставке
к рис. 3) удовлетворительно описываются выраже-
ниями

Hρ
EB(fast) ≈ hEB(fast)[1− exp(−t/τ2)],

Hρ
EB(slow) ∝ hEB(slow)t

(4)

при τ2 ≈ 500 с, hEB(fast) = −1.12 кЭ, hEB(slow) ≈
≈ −4.23 · 10−5 кЭ/с, где hEB(fast) и hEB(slow) — со-
ответственно амплитуда и скорость изменения Hρ

EB

от времени [15].
На рис. 3 приведен эффект тренировки на-

магниченности поликристалла GdBaCo2O5.52 для
двух циклов изменения магнитного поля от +15 до
−15 кЭ из семи проведенных [15]. Видно большое
сходство между петлями гистерезиса электросопро-
тивления ρ(H) на рис. 2 и намагниченности M(H)

на рис. 3. Петля гистерезиса M(H) несимметрич-
на относительно H = 0 и M = 0: она сдвинута
вверх по намагниченности и влево по напряженно-
сти магнитного поля. Намагниченность уменьша-
ется и не возвращается в исходное состояние, од-
нако изменения ее малы (см. значения M1 и M2

на рис. 3) по сравнению с изменениями электро-
сопротивления (см. рис. 2). Причина та же: намаг-
ниченность FM-кластеров мала относительно вкла-
да АFM-ионов Co и РМ-ионов Gd3+ [15]. На ниж-
ней вставке к рис. 3 показана полевая зависимость
намагниченности FM-кластеров, mFM , при вычете
AFM-вклада ионов Co3+ и PM-подсистемы ионов
Gd3+ [15]. Видно, что после первого цикла намагни-
ченностьmFM при H = 15 кЭ не возвращается в ис-
ходное состояние, она уменьшается на 0.2 Гс · см3/г
(более 30%) по сравнению с намагниченностью пер-
вого цикла и практически не зависит от H до 50 кЭ.
Намагниченность при H = −15 кЭ также уменьша-
ется, но гораздо меньше. Этот эксперимент показы-
вает, что намагниченность FM-кластеров уменьша-
ется при циклическом перемагничивании. Времен-
ные зависимости намагниченности FM-кластеров
были определены [15] из измерений средней намаг-
ниченности (рис. 3):

Mmid(t) =

= [M1(H = +15 кЭ)−M2(H = −15 кЭ)]/2. (5)

На рис. 4 приведена (символы — эксперимент,
сплошная линия — расчет из (6)) временная зави-
симость намагниченности Mmid(t) для семи циклов

Рис. 4. (В цвете онлайн) Временные зависимости намаг-
ниченности Mmid и электросопротивления ρ при цикли-
ческом изменении магнитного поля от +15 до −15 кЭ.
Символы — экспериментальные значения M(t) и ρ(t) при
H = 15 кЭ, линии — расчет (см. текст). Вставки — медлен-
но (slow) и быстро (fast) зависящие от времени части элек-
тросопротивления Δρ и намагниченности FM-кластеров,
ΔmFM . Поликристалл GdBaCo2O5.52, охлажден в магнит-

ном поле 15 кЭ от T = 300 К до T = 77 К

намагничивания [15]. ЗначениеMmid(t) после перво-
го цикла резко убывает, далее почти линейно умень-
шается со временем. Поведение Mmid(t) обуслов-
лено изменениями намагниченности FM-кластеров
mFM (t) на фоне АFM-вклада ионов Co и PM-под-
системы Gd3+. Нет никаких оснований полагать,
что АFM- или PM-подсистема Gd3+ зависит от цик-
лических намагничиваний. После вычитания линей-
ной части Mmid(t) (штриховая линия 1 на рис. 4)
в работе [15] выделены вклады в намагниченность
FM-частиц, меняющиеся быстро (fast) и медленно
(slow) в зависимости от времени. Эти вклады удо-
влетворительно описываются (символы — экспери-
мент, линии — расчет на правой вставке к рис. 4)
выражениями

Mcycl(fast) ≡ mFM (fast) =
= mcycl(fast)[1− exp(−t/τ1)],

Mcycl(slow) ≡ mFM (slow) ∝ mcycl(slow)t

(6)

при τ1 ≈ 575±25 с,mcycl(fast) = −137 мГс · см3/г, где
mcycl(fast) и mcycl(slow) — соответственно амплиту-
да и скорость изменения намагниченности FM-клас-
теров от времени [15].

На рис. 4 приведена временная зависимость
электросопротивления ρmin1 (H = 15 кЭ) для
11 циклов перемагничивания (символы – экспе-
римент, сплошная линия — расчет из выраже-
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ния (7)) по данным рис. 1. Видно, что зависимости
Mmid(t) и ρ(t) имеют одинаковый характер. За вре-
мя t ≈ (2–3) · 103 с намагниченность резко уменьша-
ется, а электросопротивление резко увеличивается,
далее Mmid(t) и ρ(t) медленно меняются в зависи-
мости от времени (штриховые линии 1 и 2). Вре-
менную зависимость электросопротивления ρ(t) при
циклическом перемагничивании также можно пред-
ставить как суперпозицию двух механизмов, вклад
которых быстро (fast), медленно (slow) и линейно из-
меняется в зависимости от времени. Вычитая линей-
ную часть ρ(t) (штриховая линия 2 на рис. 4), мож-
но выделить вклады электросопротивления, меня-
ющиеся быстро, ρcycl(fast), и медленно, ρcycl(slow),
в зависимости от времени. На вставке к рис. 4 эти
вклады показаны символами. Экспериментальные
результаты для ρ(t) удовлетворительно описывают-
ся (сплошные линии 2 на рис. 1а и на левой вставке
к рис. 4) выражениями

ρcycl(fast) ≈ Rcycl(fast)[1− exp(−t/τ2)],
ρcycl(slow) ∝ Rcycl(slow)t

(7)

при τ2 ≈ 500 с, Rcycl(fast) = 18.9 мОм · см,
Rcycl(slow) ≈ 3.1 · 10−4 мОм · см/c, где Rcycl(fast) и
Rcycl(slow) — соответственно амплитуда и скорость
изменения электросопротивления от времени.

Видно также, за изменения M(t) и ρ(t), по-
видимому, ответственно не число циклов, а суммар-
ное время действия циклов. За время t ≈ 3 · 103 с
происходят основные изменения намагниченности
за 2–3 цикла (τcycl = 1050 c), в то время как для
достижения таких же изменений электросопротив-
ления нужно проделать 5–6 циклических изменений
магнитного поля (τcycl = 460 c). Для сопоставления
значений Δρ и ΔmFM с номером цикла N время на
вставках приведено в единицах длительности цикла.

Быстро меняющиеся от времени вклады в на-
магниченность, Mcyc(fast), и в электросопротивле-
ние, ρcycl(fast), описываются выражениями (2), (6)
и (7) с немного различающимися (около 15%) вре-
менами затухания τ . Результаты можно объяснить
тем, что электросопротивление не прямо пропорци-
онально зависит от намагниченности, а определя-
ется некоторой функциональной зависимостью от
намагниченности. Из сравнения выражений (2) и
(6) видно, что при циклическом перемагничива-
нии амплитуда быстро меняющейся части электро-
сопротивления увеличивается примерно в 7 раз по
сравнению с той же амплитудой при H = const,
Rcycl(fast)/Rcycl(fast) ≈ 7, а амплитуда медленно ме-
няющейся части электросопротивления даже умень-

шается, Rcycl(slow)/Rcycl(slow) ≈ 0.5. Из вставок на
рис. 4 можно оценить, что уменьшение намагни-
ченности ΔmFM на 10 мГс·см3/г вызывает увели-
чение электросопротивлений ρcycl(fast) и ρcycl(slow)
примерно на соответственно 1.4 и 0.8 мОм. Эти
оценки подтверждают, что за быстрое (fast) и мед-
ленное (slow) изменения свойств поликристалла
GdBaCo2O5.52 ответственны разные механизмы.

Следующим этапом было изучение влияния на
электросопротивление отклонения магнитного поля
от направления, в котором образец был охлажден,
т. е. от направления поля обменного смещения. Ток
был направлен вдоль длинной оси и перпендикуляр-
но направлению магнитного поля, т. е. исследова-
лось поперечное магнитосопротивление. Исследова-
ния проведены по аналогичной схеме. Образец сна-
чала охлаждался в магнитном поле H = 15 кЭ от
T = 300 К до T = 77 К и выдерживался в таком
состоянии в течение t ≈ 6 ·103 с. После этого измере-
ния электросопротивления проведены при повороте
образца на θ = 30◦ примерно через 50 с. После до-
стижения θ = 360◦ вращение образца совершалось в
противоположном направлении. Проведено 13 цик-
лов (tcycl = 590–600 c) таких измерений за время
около 8000 с.

Временная зависимость электросопротивления
ρrot(t) при 77 К и θ = 0 и H = const = 15 кЭ
(символы 1 на рис. 5) такая же, как и на рис. 1:
после резкого начального роста электросопротивле-
ние далее монотонно увеличивается за время изме-
рений t ≈ 6 ·103 c (символы и линия 1) и описывает-
ся также выражением (2). Удивительно (см. рис. 5),
что качественно эффект тренировки вращения при
H = 15 кЭ = const очень похож на эффект трени-
ровки электросопротивления при циклическом пе-
ремагничивании (см. рис. 1). Видно (рис. 5а), что
электросопротивление также резко (примерно на
3%) растет после первого цикла (рис. 5б), значения
его увеличиваются и не возвращаются в первона-
чальное состояние после каждого цикла. Минималь-
ные значения электросопротивления ρmin(t) дости-
гаются в направлении поля, при котором образец
был охлажден, θ = 0 (360◦). Максимальное значение
ρmax электросопротивление принимает при θ ≈ 180◦

после 5–6 полных оборотов вращения образца. Зна-
чения ρmin и ρmax резко возрастают после первого
цикла, а после четвертого цикла происходит прак-
тически линейный рост ρmin в зависимости от вре-
мени (см. кривую 2 на рис. 5а). Электросопротивле-
ние ρmin увеличивается на 5% от своего начально-
го состояния после прекращения вращения образца,
и оно остается неизменным за время измерения до
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Рис. 5. (В цвете онлайн) Эффект тренировки электросо-
противления для 13 циклов вращения образца. а) Зависи-
мость электросопротивления от времени; вставка (левая и
нижняя оси) — медленно (slow) и быстро (fast) зависящие
от времени части электросопротивления Δρ(H = 15 кЭ,
θ = 0(360◦)) от номера N цикла вращения, символы 2 —
эксперимент, линии — расчет из выражения (8), а так-
же (правая и верхняя оси) — временная зависимость
анизотропии вращения Δρrotan (t) = ρmax − ρmin, сим-
волы — эксперимент, линия 1 — расчет из выражения
(9). б) Относительное изменение электросопротивления
Δρ(t) = ρ(t) − ρ(t = 0). в) Временная зависимость угла
отклонения магнитного поля от направления охлаждения.
Поликристалл GdBaCo2O5.52, охлажден в магнитном поле

15 кЭ от T = 300 К до T = 77 К

t ≥ 6·103 с (штриховая линия и символы 3 на рис. 5а)
в пределах точности измерений ±0.05%.

На вставке к рис. 5a символами 2 приведена вре-
менная зависимость изменения электросопротивле-
ния Δρ при H = 15 кЭ и θ = 0 (360◦) при цикли-
ческом вращении. Время приведено в единицах дли-
тельности цикла для сопоставления времени с номе-
ром цикла N = t/τcycl. ЭлектросопротивлениеΔρ(t)
резко растет за первые три цикла. При N > 5–6 (t >
> 3 · 103 c) происходит медленное, линейное от вре-
мени, увеличение значений Δρ. Временную зависи-
мость электросопротивления Δρ при циклическом
вращении образца также можно представить как су-
перпозицию двух механизмов, вклад которых быст-
ро (fast) и медленно (slow) изменяется в зависимости
от времени. Вычитая линейную часть Δρ(t) (штри-

ховая линия), мы выделили вклады электросопро-
тивления, меняющиеся быстро, ρcycl(fast), и медлен-
но ρcycl(slow), в зависимости от времени. На вставке
к рис. 5а символами показаны эти вклады в Δρ при
циклическом вращении образца и θ = 0 (360◦). Экс-
периментальные результаты для ρ(t) довольно хо-
рошо описываются (сплошная линия 2 на рис. 5 и
сплошные линии на вставке к рис. 5) выражениями

ρrot(fast) ≈ Rrot(fast)[1 − exp(−t/τ2)],
ρrot(slow) ≈ Rrot(slow)t

(8)

при τ2 ≈ 500 c, Rrot(fast) = 27.4 мОм · см,
Rrot(slow) ≈ 6.47 · 10−4 мОм · см/с, где Rrot(fast)
и Rrot(slow) — соответственно амплитуда и ско-
рость изменения электросопротивления от времени
при циклическом вращении образца. Вклады
Rrot(slow) ∝ t в (8), как и Rcycl(slow)t в (7), могут
соответствовать экспоненциальной зависимости
1− exp(−t/τ) при t/τ � 1.

Из выражений (2) и (8) следует, что скорости
изменения электросопротивления от времени при
вращении образца при постоянных значениях H =

= const = 15 кЭ примерно одинаковы, Rrot(slow) ≈
≈ Rcycl(slow). Та же самая скорость (см. выраже-
ние (7)) при циклическом перемагничивании при-
мерно в 2 раза меньше. Амплитуда изменения элек-
тросопротивления при циклическом перемагничива-
нии Rcycl(fast) в 1.5 раза меньше, чем амплитуда
Rrot(fast) при вращении образца. Можно предполо-
жить, что эти особенности связаны с изменениями
намагниченности FM-частиц при циклическом пере-
магничивании (возможно, связанные с потерями на
гистерезис).

На вставке к рис. 5 символами 1 приведена
временная зависимость «анизотропии» вращения
электросопротивления Δρrotan (t) = ρmax − ρmin, где
ρmin и ρmax — минимальное и максимальное значе-
ния электросопротивления на каждом цикле враще-
ния. Анизотропия резко уменьшается за первые 3–4
цикла вращения и принимает постоянное значение
Δρrotan (t) ≈ 7.0 ± 0.2 мОм · см/с при N > 5–6 (t >
> 5 · 103 с) в пределах точности наших измерений.
Зависимость анизотропии вращения магнитосопро-
тивления от времени (и от номера цикла) хорошо
описывается выражением (время приведено в еди-
ницах длительности цикла для сопоставления вре-
мени с номером цикла N = t/τcycl)

Δρrotan (t, N) =23.9− 16.9[1− exp(−t/τ2)] (9)

при τ2 ≈ 500 с (сплошная линия 1 на вставке к
рис. 5).
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Рис. 6. (В цвете онлайн) Угловая зависимость электро-
сопротивления ρ(θ,H = 15 Э), где θ — угол отклонения
магнитного поля от направления поля охлаждения (сим-
волы — эксперимент, линии — для наглядности) при цик-
лическом вращении образца для N = 1–4 и N = 12, 13.
Вставка: угловая зависимость анизотропии магнитосопро-
тивления при H = 15 кЭ для N = 1–3, 13, символы — экс-
перимент, линии — расчет из (10), а также временная зави-
симость анизотропии поперечного магнитосопротивления
АМR⊥(θ) при θ = 180◦, символы — эксперимент, линии —
расчет из (12). Поликристалл GdBaCo2O5.52 охлажден в

магнитном поле 15 кЭ от T = 300 К до T = 77 К

На рис. 6 приведена угловая зависимость элек-
тросопротивления ρ(θ, 15 кЭ) при отклонении об-
разца от направления поля, в котором он был охла-
жден, для N = 1–4, и N = 12, 13 по данным рис. 5.
Как и следовало ожидать, на анизотропию магнито-
сопротивления накладывается зависимость электро-
сопротивления от времени (см. рис. 5). Видно, что
при каждом повороте на 360◦ электросопротивление
увеличивается, значения его не возвращаются в ис-
ходное состояние, а наибольшие изменения его про-
исходят после первых двух циклов: N = 1, 2. После
вычитания из ρ(θ) (рис. 6) зависящего от времени
электросопротивления Δρ(t) при H = 15 кЭ и θ = 0

(360◦) (кривая 2 на вставке к рис. 5) выделена угло-
вая зависимость анизотропии поперечного магнито-
сопротивления АМR⊥(θ) в зависимости от номера
цикла. На вставке к рис. 6 (левая ось) символами
приведены угловые зависимости АМR⊥(θ) для пер-
вых трех (N = 1–3) и последнего (N = 13) циклов.
Видно резкое уменьшение АМR⊥(N) после первого
цикла и слабое изменение этой величины при N > 3.
Угловая зависимость АМR⊥(θ) удовлетворительно
описывается (сплошные линии на вставке к рис. 6)
энергией обменной анизотропии E ∝ −K cos θ [1,2]:

AMR⊥(θ) = AMR⊥(N,θ= 180◦)(1− cos θ) =

= 2AMR⊥(N,θ= 180◦) sin2 (θ/2), (10)

где АМR⊥(N, θ = 180◦) — поперечная анизотропия
магнитосопротивления при θ = 180◦ и значении N ,
θ — угол отклонения магнитного поля от направле-
ния поля обменного смещения.

В данной работе изучено поперечное магнитосо-
противление, когда направления тока и магнитного
поля были взаимно перпендикулярны. В этом слу-
чае величина АМR⊥(θ) имеет минимальное значе-
ние при θ = 0, максимальное — при θ = 180◦. В
работе [25] приведены экспериментальные данные
угловой зависимости продольного магнитосопротив-
ления (ток и поле направлены в плоскости пленки)
для слоистой структуры Со/СоО. Данные работы
[25] для продольной анизотропии магнитосопротив-
ления хорошо описываются выражением

AMR‖(θ) = [AMR‖(θ = 0)](1 + cos θ) =

= 2[AMR‖(θ = 0)] cos2 (θ/2). (11)

В этом случае продольная анизотропия магнитосо-
противления AМR‖

an(θ) имеет минимальное значе-
ние при θ = 180◦, а максимальное — при θ = 0.

Анизотропия поперечного магнитосопротивле-
ния АМR⊥(θ = 180◦) убывает (символы 1 на встав-
ке к рис. 6) с увеличением циклических изменений
и при N > 5 (t > 3 · 103 c) в пределах точности
наших измерений остается постоянной. Временная
зависимость АМR⊥(t, θ = 180◦) удовлетворительно
описывается выражением

AMR⊥(t, θ = 180◦) = 13.8− 7.0[1− exp(−t/τ2)] (12)

при τ2 ≈ 500 с (символы — эксперимент, линия 1 —
расчет, см. вставку к рис. 6). Время приведено в еди-
ницах длительности цикла для сопоставления вре-
мени с номером цикла N = t/τcycl.

«Анизотропия» электросопротивления

Δρcyclan (N) = ρmax − ρmin

резко уменьшается за время t ≈ 3 · 103 с (N ≤ 5)

как при циклическом изменении магнитного поля
(см. рис. 1), так и при вращении образца,Δρrotan (t, N)

(см. выражение (9) и вставку на рис. 5). Далее
они остаются постоянными. Такое поведение ани-
зотропий как продольного магнитосопротивления
AMR⊥(t), так и электросопротивления, Δρcyclan (t, N)

и Δρrotan (t, N), показывает, что намагниченность FM-
частицы уменьшается за время t ≈ 3 · 103 с (N ≤ 5);
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Рис. 7. Эффекты тренировки поля обменного смещения
HEB [15] и электросопротивления при циклическом на-
магничивании и вращении. Поликристалл GdBaCo2O5.52

охлажден от 300 до 77 К при H = 15 кЭ

далее при циклических изменениях магнитного со-
стояния в течение времени t ≈ 5 · 103 с намагничен-
ность не меняется (N ≤ 13).

После 11 циклов изменений магнитного
поля ±15 кЭ сопротивление поликристалла
GdBaCo2O5.52 (см. рис. 1) оставалось постоян-
ным в течение времени измерений tmeas ≈ 1.2 · 104 с
при H = 0. Такое поведение ρ(t) показывает, что
время релаксации FM-частиц во много раз больше
времени измерений: τ � tmeas ≈ 1.2 · 104 c.

Обычно связь между HEB и N при эффекте тре-
нировки задается известным эмпирическим выра-
жением при N > 1 или N > 2 [14]:

HEB(N) = H
eq
EB+KH/N

1/2
, (13)

где Heq
EB — равновесное значениеHEB при бесконеч-

ном цикле намагничивания, KH — некоторая посто-
янная величина. Для установления аналогии меж-
ду эффектами тренировки электросопротивления и
поля обменного смещения HEB временные зависи-
мости электросопротивления при циклическом из-
менении магнитного поля (см. рис. 4) и вращении
образца (см. рис. 5) изображены на рис. 7 степен-
ным соотношением (13). Видно, что эффекты тре-
нировки поля обменного смещения HEB [15] и элек-
тросопротивления имеют одинаковый характер: они
резко изменяются после первого цикла, а при после-
дующих циклах описываются известным эмпириче-
ским выражением [14]

ρсуcl(N), ρrot(N) ∝ N−1/2

Рис. 8. Эффекты тренировки поля обменного смещения
HEB неразмагниченного (1), размагниченного при T =

= 270 К > TN (2) и намагниченного в поле 50 кЭ (3)
поликристалла GdBaCo2O5.52 (см. текст)

при N > 1 или N > 2. Одинаковый характер поведе-
ния ρ(N) и HEB(N) показывает, что они являются
аналогами HEB, а причиной эффекта тренировки
электросопротивления и HEB являются одни и те
же механизмы.

В работе [15] предполагалось, что среда неод-
нородна и в ней имеются мелкие (однодоменные)
и крупные (многодоменные) FM-частицы. Природа
первого типа эффекта тренировки (резкое уменьше-
ние M(t) ∝ HEB(t) после первого цикла и отклоне-
ние HEB(N) от известного эмпирического соотно-
шения HEB(N) ∝ N−1/2) объяснялось превращени-
ем крупных FM-частиц в многодоменное состояние
и размагничиванием их при циклическом измене-
нии магнитного поля. Для проверки этого предпо-
ложения проведены измерения эффекта трениров-
ки поля обменного смещения HEB поликристалла
GdBaCo2O5.52 в магнитном поле ±15 кЭ без процес-
са и с процессом размагничивания. В первом случае
образец, как обычно, охлаждался при H = 15 кЭ от
300 до 77 К (символы 1 на рис. 8). Во втором случае
при TN < T = 270 К< TC образец размагничивался
циклическим уменьшением напряженности и изме-
нением знака магнитного поля в течение примерно
30 мин от 15 кЭ до H ≈ 0 и M ≈ 0 (символы 2
на рис. 8). Видно, что в размагниченном образце ве-
личины HEB уменьшаются почти на порядок. Далее
размагниченный образец был намагничен (при 77 К)
в магнитном поле 50 кЭ и измерялся эффект трени-
ровки HEB (символы 3 на рис. 8). Значения HEB

увеличились, но были меньше примерно на 100 Э от
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значений HEB исходного неразмагниченного образ-
ца. Видно, что эффекты тренировки HEB описыва-
ются эмпирическим выражением (13).

Предполагаем, что при охлаждении в поле 15 кЭ
образуются FM-частицы разных размеров — мел-
кие однодоменные и крупные многодоменные — и
все они вызывают обменное смещение (символы 1 на
рис. 8). При охлаждении ниже TN при H = 0 круп-
ные размагниченные FM-частицы с M = 0 не со-
здают обменного смещения. Однодоменные FM-час-
тицы при H ≈ 0 выстраиваются в противополож-
ных направлениях, создают HEB разного знака и
также не создают сдвига петли гистерезиса ниже
TN , что объясняет малые значения HEB (символы
2 на рис. 8). Циклическое перемагничивание в по-
ле 15 кЭ, по-видимому, не может их разъединить.
Только в магнитном поле 50 кЭ они разъединяются.
Предполагаем, что уменьшение HEB до 100 Э свя-
зано с размагничиванием крупных многодоменных
FM-частиц, и очевидно, что они не ответственны за
резкое уменьшение HEB после первого цикла.

В большинстве теорий по обменному сме-
щению считается, что эффект тренировки
обусловлен нестабильностью АFM-подсистемы
[5–10, 13]. Известное выражение для двухслойных
FM–AFM-структур [3, 9, 10],

HEB = −J SAFSFM
tFMMFM

, (14)

описывает зависимость поля смещения от обменной
связи J между намагниченностями FM-слоя (SFM )
и интерфейса АFM/FM (SAF ), tFM и MFM — со-
ответственно толщина и намагниченность насыще-
ния FM-слоя. Поскольку FM-слой гетероструктуры
АFM/FM насыщается после каждой петли, обыч-
но предполагается, что последовательное уменьше-
ние магнитного момента интерфейса может про-
исходить только из-за АFM-составляющей. Хотя
этот феноменологический подход не затрагивает
микроскопического происхождения намагниченно-
сти интерфейса, такая запись обменного смещения
предполагает, что тренировочный эффект может
происходить только от обучения SAF [9].

Авторы работ [1,2] для объяснения своей модели
рассматривали изолированную однодоменную сфе-
рическую FM-частицу в АFM-оболочке. В этом от-
ношении наш эксперимент соответствует этой мо-
дели: АFM-среда, FM-частицы размером 3–4 нм на
удалении 20 нм [22]. Обменное взаимодействие меж-
ду атомами, расположенными по разные стороны
границы фаз, при охлаждении в магнитном поле
ниже TN вызывает корреляцию спинов FM-частиц

и АFM-матрицы вдоль направления магнитного по-
ля. Происходит закрепление (пиннинг) намагничен-
ности в интерфейсе FM/АFM, которое действует
как некоторое эффективное поле, что вызывает сме-
щение петли гистерезиса [2]. Обменное поле смеще-
ния в этой модели рассматривается как баланс меж-
ду зеемановской энергией FМ-частиц и поверхност-
ной энергией обменного взаимодействия интерфей-
са [29]:

NV gμBHEB = −NiJimi

gμB
, (15)

где NV и Ni — число спинов внутри соответственно
объема FM-слоя и неупорядоченной AFM-оболочки,
Ji — постоянная обмена, mi — намагниченность ин-
терфейса, μB — магнетон Бора, g — гиромагнитный
фактор. Выражение (14) для двухслойных структур
FM–AFM легко восстанавливается путем внесения
соответствующих замен в выражении (15), напри-
мер, Ni/NV → a/tFM , где a — параметр решетки
[29]. Из выражения (15) очевидно, что эффект тре-
нировки может происходить вследствие нестабиль-
ности как FM-, так и АFM-подсистемы. Видно так-
же, что уменьшение числа спиновNV внутри объема
FM-слоя уменьшает HEB.

Неель указывал, что в малых невзаимодействую-
щих однодоменных частицах время релаксации на-
магниченности зависит от их объема и необходимо
учитывать спонтанные вращения намагниченности
из-за тепловых флуктуаций, которые вызывают сво-
его рода магнитное броуновское движение [18]. Од-
нодоменные частицы в целом очень похожи на па-
рамагнитный атом, имеющий большой магнитный
момент. Чтобы показать сходство и различие, Бин
назвал их «суперпарамагнитиками» [30]. После вы-
ключения магнитного поля остаточная намагничен-
ность M(t) однодоменных частиц уменьшается со
временем по экспоненциальному закону [18]:

M(t) =M(0) exp(−t/τ), (16)

где M(0) — начальное значение намагниченности.
Время магнитной релаксации τ однодоменных час-
тиц, как установил также Неель, следует закону Ар-
рениуса и увеличивается с понижением температу-
ры [18]:

τ=τ0 exp(KanV/kT ), (17)

где предэкспоненциальный множитель τ0 ≈
≈ 10−9 с — время спонтанных изменений на-
магниченности из-за тепловых флуктуаций [30],
V — объем частицы и Kan — плотность энергии
магнитной анизотропии. Время релаксации сильно
зависит от объема частицы. В зависимости от
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отношения Kan/kT время магнитной релакса-
ции однодоменной частицы может меняться от
нескольких секунд до нескольких лет [18].

В первых работах 1956–57 гг. авторы открытия
обменного смещения в структуре Со/СоО для объ-
яснения своей модели рассматривали однодоменную
частицу как источник создания маленького посто-
янного магнетика [1,2]. Впоследствии были обнару-
жены обменное смещение во многих соединениях и
сплавах, не похожих на структуру Со/СоО [3, 31].
Майклджон в обзорной статье 1962 г. [32] уже не
подчеркивал однодоменность FM-частиц. В работах
[3–13] и в других известных нам работах в настоя-
щее время нигде не используется однодоменность
FM-частиц. Полагаем, что причина связана с вре-
менным масштабом измерительного процесса [33]. В
большинстве работ по обменному смещению обычно
осуществляется регистрация поля HEB после перво-
го цикла его изменения с температурой или от поля
охлаждения и т. п. [3–13]. В таких работах однодо-
менность FM-частиц (т. е. временной масштаб изме-
рительного процесса и релаксация намагниченности
FM-частицы в течение определенного времени) не
важна. Обнаружение обменного смещения во мно-
гих соединениях и сплавах при обычных временах
измерений tmeas ∼ 102–103 c показывает, что время
релаксации намагниченности FM-частиц τ ≥ tmeas.
При достаточно быстрых измерениях, когда перехо-
ды между минимумами энергии не успевают про-
изойти, на кривой перемагничивания может наблю-
даться гистерезис [33], и возможна регистрация об-
менного смещения в короткоживущих суперпара-
магнитных частицах. Однодоменность и времена ре-
лаксации важны, когда изучаются длительные про-
цессы, например, при исследованиях эффекта тре-
нировки.

После нескольких (N ∼ 4–5, или t > 3·103 c) цик-
лических изменений магнитного состояния образ-
ца анизотропии электросопротивления Δρrotan (t, N)

и магнитосопротивления AMR⊥(t, N) (см. вставки
на рис. 5 и 6), а также анизотропия электросопро-
тивления Δρcyclan (t, N) (см. рис. 1) уменьшаются и
принимают постоянные значения. При этом ρ(t) =

= const при H = 0 за время измерений tmeas ∼
∼ 104 c. Предполагаем, что при циклических из-
менениях магнитного состояния происходит размаг-
ничивание FM-частиц малого объема. Кобальтит
GdBaCo2O5.52 переходит из одного неравновесного
состояния (τ ∼ 500 c) в другое (стационарное или
неравновесное) состояние с τ � tmeas ∼ 104 c.

Впервые в слоистых кобальтитах смещенная
петля гистерезиса намагниченности и однонаправ-

ленная анизотропия электросопротивления были
обнаружены в поликристаллах и монокристаллах
EuBaCo2O5.5 [17]. Предполагалось, что неравновес-
ное состояние и обменное смещение являются неслу-
чайными явлениями. Однако в приготовленных на
воздухе образцах RBaCo2O5.5+δ, где R = Gd, Tb,
эффект однонаправленной анизотропии не был об-
наружен [17]. Позже было установлено, что обмен-
ное смещение возникает при отжиге GdBaCo2O5+δ в
кислороде в дырочном (δ > 0.5) кобальтите при на-
личии около 3–4% ионов Co4+ в основной матрице
из ионов Co3+ и исчезает при отжиге в атмосфере
аргона в электронном (δ < 0.5) кобальтите [22]. Из-
вестно, что в кобальтитах R1−xMexCoO3, где Me —
двухвалентный металл, двойной обмен между иона-
ми Co3+ и Co4+ ведет к образованию FM-кластеров
и что эти случайно легированные оксиды созда-
ют ансамбль FM-областей. Предполагалось, что и
в слоистых кобальтитах обменное смещение также
обусловлено фазовым расслоением на FM-кластеры
в АFM-матрице из-за двойного обмена между иона-
ми Co3+ и Co4+ [22]. Влияние избытка кислорода
на фазовое расслоение в слоистых кобальтитах от-
мечалось и ранее [20]. Из исследований влияния по-
ля охлаждения Hcool на обменное смещение HEB

и из намагниченности FM-частиц mFM после пер-
вого цикла (нижняя вставка на рис. 3) в рабо-
те [22] был оценен магнитный момент FM-частиц
μFM ≈ (1–2) · 103μB, их размер dFM ≈ 3–4 нм и рас-
стояние между ними примерно 20 нм. Неявно пред-
полагалось, что все частицы имеют одинаковый раз-
мер. По-видимому, существует целый набор разного
размера FM-частиц, и они по-разному влияют на об-
менное смещение.

Предполагаем, что результаты эффекта трени-
ровки связаны с существованием в исследованном
поликристалле GdBaCo2O5.52 однодоменных час-
тиц, время размагничивания которых изменяется
в больших пределах от τ ∼ 500 с до τ � 104 c.
Нам неизвестны значения кристаллографической
анизотропии GdBaCo2O5.52. Вследствие своей
слоистости, это соединение обладает высокой
анизотропией, и можно предположить, что значе-
ния Kan ∼ 106–107 эрг/см3 являются разумными.
Оценки по выражениям (16), (17) показывают, что
время релаксации намагниченности при размерах
FM-частицы от 2 до 10 нм может меняться от
нескольких секунд до лет в широком интервале
Kan ∼ 106–107 эрг/см3. Неравновесное состояние
слоистых кобальтитов, зависимость их намагничен-
ности, электросопротивления от времени [15, 17, 22]
связаны с влиянием мелких FM-частиц. Крупные
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FM-частицы с τ � 104 c ответственны за медленные
изменения намагниченности, электросопротивле-
ния, HEB и других параметров.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Для изолированной однодоменной сферической
FM-частицы в АFM-окружении эффект трениров-
ки может происходить вследствие нестабильности
как FM-, так и АFM-подсистемы. За изменением по-
ля обменного смещения HEB в эффекте трениров-
ки ответственно не число циклов, а суммарное вре-
мя действия циклов. Эффект тренировки электро-
сопротивления при циклическом изменении магнит-
ного поля, ρcycl(N), и вращении образца, ρrot(N),
в обменно-смещенном кобальтите GdBaCo2O5.52 яв-
ляется аналогом эффекта тренировки поля обмен-
ного смещенияHEB(N). Эти эффекты описываются
известным эмпирическим выражением

HEB(N) ∝ Δρcycl(N) ∝ Δρrot(N) ∝ N−1/2,

N > 1(2).

Поведение этих величин обусловлено уменьшением
намагниченности FM-частиц. Результаты объясня-
ются влиянием двух механизмов. В первом намаг-
ниченность уменьшается быстро, во втором — мед-
ленно.

Предполагается, что среда неоднородна, что
имеются крупные (многодоменные) и однодо-
менные FM-частицы разного размера. Крупные
(многодоменные) FM-частицы не ответственны за
эффект тренировки первого типа (резкое уменьше-
ние поля обменного смещения после первого цикла).
Природа первого типа тренировочного эффекта
объясняется близостью энергии мелких однодо-
менных частиц KanV к тепловой энергии kT , где
Kan — плотность энергии магнитной анизотропии.
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Рассмотрен неравновесный процесс формирования и роста стабильной кристаллической фазы в пере-
охлажденной жидкости Юкавы. Установлено, что при значениях эффективного параметра неидеальности
в диапазоне 120 ≤ Γ∗ ≤ 150 фазовый переход сопровождается формированием сферического зароды-
ша объемно-центрированной кубической фазы. Рост зародыша хорошо аппроксимируется зависимостью,
полученной в рамках классической теории нуклеации, и в пределах погрешности вычислений зависит от
единственного параметра Γ∗. Возможная зависимость коэффициента поверхностного натяжения меж-
фазной границы γ от радиуса зародыша R не учитывалась. При дальнейшем охлаждении жидкости
до Γ∗ = 160 фазовое расслоение наблюдалось по всему объему системы без образования компактного
зародыша.

DOI: 10.31857/S0044451021020127

1. ВВЕДЕНИЕ

Пылевая плазма и заряженные коллоидные сис-
темы широко используются в качестве модельных
объектов при изучении неравновесных процессов в
неидеальных системах, в частности, фазовых пере-
ходов. Основным преимуществом данного подхода
является возможность прямого измерения траекто-
рий частиц в экспериментах [1–5].

При моделировании различных процессов в ука-
занных системах для приближенного описания меж-
частичных взаимодействий используются эффек-
тивные парные потенциалы. В наиболее простых
случаях это потенциал твердых сфер, потенциал Де-
бая (Юкавы) или их суперпозиция. В случае, когда
взаимодействие частиц является преимущественно
электростатическим, а их размеры малы по сравне-

* E-mail: viktor.reshetnyak84@gmail.com

нию со средним межчастичным расстоянием, обыч-
но используется потенциал Юкавы [4, 6–10]:

u(r) =
u0
r
e−r/λ. (1)

Здесь r — расстояние между частицами, u0 — пара-
метр связи, определяющий величину кулоновского
взаимодействия частиц, λ — параметр экранирова-
ния.

Теоретическому исследованию фазовых перехо-
дов в модельных ансамблях, частицы которых вза-
имодействуют посредством потенциала (1), посвя-
щены работы [1, 5, 11–34]. Значительное внимание
уделено изучению фазовой диаграммы, в то время
как неравновесный процесс кристаллизации пере-
охлажденной жидкости Юкавы менее изучен.

Экспериментальный и теоретический анализ
неравновесной кристаллизации переохлажден-
ной плазменно-пылевой системы был выполнен в
работах [5,11,35–38]. Однако в этих работах кинети-
ческая модель либо была предложена для поздних
стадий развития фазового перехода, соответствую-
щих постоянной скорости роста стабильной фазы,
либо не предлагалась вовсе.
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Исследованию процесса нуклеации в системе
Юкавы с исключенным объемом посвящена рабо-
та [33], где разупорядоченный ансамбль частиц ста-
билизировался в течение длительного времени в
условиях (давление, температура), соответствую-
щих стабильной кристаллической фазе (объемно-
или гранецентрированной кубической, ОЦК или
ГЦК). Анализировалась временная зависимость фа-
зового состава ансамбля частиц. Работа свидетель-
ствует о том, что зародыш фазового перехода име-
ет ОЦК-структуру даже в тех областях фазо-
вой диаграммы, где предполагается стабильность
ГЦК-кристалла. Форма зародыша была близка к
сферической.

В работах [39, 40] выполнено численное предска-
зание констант скорости кристаллизации для кол-
лоидных систем, основанное на использовании клас-
сической теории нуклеации. Однако в этих работах
рассматривались ансамбли твердых сфер.

Настоящая работа посвящена исследованию ки-
нетики кристаллизации переохлажденной жидкости
Юкавы. При этом использовалась аналитическая
модель, основанная на классической теории нуклеа-
ции (КТН), и численная, в которой кристаллизация
наблюдалась при непосредственном расчете траек-
торий частиц в переохлажденной жидкости методом
молекулярной динамики (МД).

Молекулярное моделирование неравновесных
редких процессов, к которым относится и нуклеа-
ция, связано со значительными вычислительными
затратами [41] и сопутствующей проблемой на-
копления статистических данных. При численном
расчете для ускорения нуклеации был применен
подход, предложенный в работе [42]. Согласно
указанному подходу для ускорения нуклеации
используется кристаллический прекурсор малого
размера (радиус прекурсора должен быть меньше
критического), атомы которого удерживаются
вблизи своих исходных позиций гармоническими
связями. В ходе расчета спустя некоторое вре-
мя в переохлажденной жидкости вокруг такого
прекурсора начинается рост стабильной кристал-
лической фазы. Жесткость связей изменяется
в ходе вычислений и полностью отключается к
моменту достижения кристаллическим зародышем
критического радиуса Rcr.

В настоящей работе процесс формирования за-
родыша критического радиуса не анализировался.
Вместо этого был выполнен анализ движения гра-
ницы раздела фаз при монотонном росте закрити-
ческого зародыша. Анализ начинался спустя некото-
рое время (5000 шагов) после полного отключения

гармонических связей. Предполагается, что введе-
ние такого временного интервала позволяет устра-
нить возможные эффекты, не имеющие физической
природы и связанные с искусственным введением
прекурсора кристаллизации.

Использование кристаллического прекурсора
позволяет значительно сократить время, необхо-
димое для формирования критического зародыша,
а также устраняет неопределенность его распо-
ложения в расчетной области. Это существенно
упрощает накопление статистических данных,
необходимых для анализа средних величин (на-
пример, среднего радиуса зародыша в заданный
момент времени). В отличие от работы [42] мы
использовали классическую теорию нуклеации для
анализа роста зародыша радиусом R � Rcr. Ре-
зультаты неравновесных вычислений в настоящей
работе были использованы для расчета парамет-
ров скорости роста стабильной кристаллической
фазы в переохлажденной жидкости: параметра
Δμ = μbcc − μliq, равного разности химических по-
тенциалов кристаллической μbcc и жидкой μliq фаз,
и удельной свободной энергии межфазной границы
γ. Для тестирования результатов моделирования
в настоящей работе указанные параметры были
рассчитаны также и в равновесных системах.

В отличие от обычных веществ, состояние кото-
рых определяется температурой и плотностью, а па-
раметры потенциала взаимодействия считаются по-
стоянными, эксперименты с пылевой плазмой часто
проводятся при постоянных значениях температуры
и сопровождаются изменением параметров потен-
циала. Поэтому в качестве масштаба энергии удоб-
но использовать температуру. В качестве масшта-
ба длины широко используется среднее межчастич-
ное расстояние δ = n−1/3, где n — плотность. При
таком масштабировании уравнения движения авто-
модельны и состояние однофазной системы полно-
стью определяется двумя безразмерными величина-
ми: параметром неидеальности Γ = u/(δkT ) (k —
постоянная Больцмана, T — температура) и струк-
турным параметром κ = δ/λ [6].

Кристаллизация жидкости Юкавы является фа-
зовым переходом первого рода и сопровождается
скачкообразным изменением плотности. Использо-
вание связанных с плотностью масштабов при изу-
чении двухфазных систем неизбежно приведет к по-
тере точности. Однако известно, что величина скач-
ка плотности Δn/n при кристаллизации жидкости
Юкавы мала [34], а ошибка при вычислении положе-
ния бинодали, связанная с неопределенностью мас-
штабов, не превышает Δn/n [43]. Поэтому можно
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ожидать, что использование указанных масштабов и
двух безразмерных параметров состояния позволит
обеспечить достаточную точность при исследовании
неравновесных процессов в двухфазных системах.

2. ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ

2.1. Рост зародыша стабильной фазы в
рамках КТН

Изменение свободной энергии Гиббса при обра-
зовании кристаллического кластера из N атомов
в переохлажденной жидкости определяется форму-
лой [44, 45]

ΔG = NΔμ+ 4πR2γ. (2)

Выражение (2) содержит два неизвестных парамет-
ра: разность химических потенциалов стабильной и
метастабильнойфазΔμ и удельную свободную энер-
гию межфазной границы γ.

Считая зародыш сферическим, запишем уравне-
ние движения межфазной границы в безразмерных
переменных [46]:

dR̃

dt̃
=

1

4πR̃2

(
j̃+ − j̃−

)
, (3)

где тильдой сверху отмечены безразмерные пере-
менные, j+ и j− — потоки частиц через границу
раздела фаз. В качестве масштаба длины и времени
используются среднее межчастичное расстояние δ и
период тепловых колебаний частиц кристалла:

ν−1
0 = l/vT , (4)

где vT — средняя скорость теплового движения час-
тиц: vT = (3kT/m)1/2, l — средняя амплитуда коле-
баний: l = cδ, c = 0.2 — критерий Линдеманна [17].
Масса частиц m в настоящей работе была принята
равной 4.19 · 10−12 г (соответствует примерно капле
воды радиусом 1 мкм), температура T задавалась
равной 300 К.

В дальнейшем везде в настоящей работе, если
не оговорено обратное, будут использоваться только
безразмерные переменные, а символ «̃» будет опу-
щен. Будем рассматривать только зародыши разме-
ром не меньше критического. Тогда изменение сво-
бодной энергии при добавлении к кластеру одного
атома равно

Δg =
d

dN
(ΔG) < 0. (5)

Потоки частиц сквозь фазовую границу можно
определить согласно выражению

j+ = 4πR2v+,

j− = 4πR2v− exp(Δg).
(6)

Скорости v± положим равными друг другу и оценим
как v = f0D. Эмпирический коэффициент f0 ∼ 1

входит в модель в качестве параметра и может быть
найден путем аппроксимации результатов вычисле-
ний или экспериментов. Безразмерный коэффици-
ент диффузии, согласно [47], D ∝ exp(−Γ∗/Γ∗

melt).
Значение эффективного параметра неидеальности
на линии плавления Γ∗

melt ≈ 106 [48, 49]. Тогда из
уравнений (3) и (6) следует уравнение движения
межфазной границы, которое в выбранных масшта-
бах примет вид

dR

dt
= v [1− exp(Δg)] ,

v = f0 exp(−Γ∗/Γ∗
melt).

(7)

При больших значениях радиуса зародышаΔg ≈
≈ Δμ и не зависит от R. В этом случае скорость
движения фронта волны кристаллизации постоян-
на, что и наблюдалось в экспериментах [5, 11].

В случае, когда размер зародыша близок к кри-
тическому и Δg � 1, экспоненту в выражении (7)
можно разложить по малому параметру:

dR

dt
= −v

(
Δμ+

2γ

R

)
. (8)

Пренебрегая зависимостью γ от R и решая диф-
ференциальное уравнение методом разделения пе-
ременных, получим

−R−R0

vΔμ
+

2γ

vΔμ2
ln

[
ΔμR+ 2γ

ΔμR0 + 2γ

]
= t. (9)

Считается, что в начальный момент времени t =
= 0 радиус зародыша равен R0. Если R0 = Rcr =

= −2γ/Δμ, логарифм в левой части уравнения (9)
обращается в бесконечность. Следовательно, рост
зародыша от критического радиуса до R длится бес-
конечно долго. Это формальное следствие нулевой
скорости роста критического зародыша отражает
тот факт, что предложенная модель роста не учи-
тывает флуктуационного характера появления за-
родыша размером больше критического. Поскольку
в настоящей работе формула (9) используется толь-
ко при R > Rcr, указанная особенность модели не
может привести к появлению не имеющих физиче-
ского смысла результатов. Заметим, что при извест-
ных значениях параметров γ и Δμ константа скоро-
сти нуклеации может быть легко вычислена в рам-
ках КТН [44,45].
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2.2. Равновесные расчеты методом
молекулярной динамики

Расчет энергии межфазной границы в равновес-
ной двухфазной системе предполагает стабилиза-
цию разделенных фазовой границей кристалла и
жидкости. Стабилизация выполнялась в два эта-
па. Сначала в каноническом (NVT) ансамбле с ис-
пользованием термостата Ланжевена система выво-
дилась на заданную равновесную температуру. За-
тем термостат отключался, после чего выполнялся
расчет средних величин.

Вычисления методом МД выполнены в програм-
ме LAMMPS [50, 51] для пяти точек вдоль линии
фазового равновесия: κ = 2, 3, . . . , 6. Шаг по вре-
мени задавался равным dt = ν−1

0 /100. Для анали-
за локального порядка использовался параметр q6
[52, 53]. Вычисление параметров порядка при этом
осуществлялось для каждого атома с учетом 14 бли-
жайших соседей.

Рассматривалась система из 32000 частиц (изна-
чально — суперъячейка ОЦК-кристалла размером
40×20×20), разделенная на две равные части плос-
костью границы раздела фаз с индексами Милле-
ра (100). Длина экранирования λ задавалась рав-
ной 50 мкм, а плотность системы — в соответствии
с выбранным значением структурного параметра κ.
Объем ячейки во время расчета поддерживался по-
стоянным. Величина параметра связи u0 вычисля-
лась из условия фазового равновесия в соответствии
с данными работы [43] для температуры 300 K.

Сначала система стабилизировалась при темпе-
ратуре 600 К. Периодическая структура половины
вещества (жидкости) при этом нарушалась в ре-
зультате плавления. Для предотвращения плавле-
ния второй половины вещества (ОЦК-кристалла),
его частицы удерживались вблизи исходных поло-
жений специально введенными упругими связями.
Кристаллическая часть вещества при этом пред-
ставляла собой периодическую в направлениях y и
z пленку, которая располагалась посреди расчетной
области и была отделена от границ равными меж-
ду собой по толщине слоями жидкости. Далее си-
стема медленно охлаждалась до температуры плав-
ления, равной 300 К. Жесткость связей при этом
линейно уменьшалась с уменьшением температуры
и обращалась в нуль на бинодали. После установ-
ления температуры плавления упругие связи удаля-
лись и система стабилизировалась в течение 104 ша-
гов в NVT-ансамбле с термостатом Ланжевена. Пос-
ле стабилизации термостат выключался и система
стабилизировалась еще 105 шагов в микроканониче-

ском ансамбле (NVE). При этом контролировалась
температура системы, измерение которой в ходе ста-
билизации в NVE-ансамбле не превышало 2%.

Коэффициент поверхностного натяжения был
рассчитан после стабилизации в рамках гидроста-
тического приближения [54, 55] по формуле

γ =
1

2

l∫
0

(PN − PT ) dx, (10)

где PN и PT — локальные значения нормальной и
тангенциальной по отношению к поверхности раз-
дела фаз компонент напряжений, a l — длина рас-
четной области в направлении x, перпендикулярном
межфазной границе. Усреднение выполнялось по 20
статистически независимым вычислениям, в каж-
дом из которых результат усреднялся на временном
интервале в 105 шагов.

Расчет разности химических потенциалов жид-
кости и кристалла был выполнен методом термоди-
намического интегрирования с использованием ал-
горитма, описанного в наших предыдущих работах
[34, 43, 56]. Свободные энергии кристалла и жидко-
сти вычислялись отдельно друг от друга в зависимо-
сти от величины Γ∗. При этом для расчета энергии
жидкости была выбрана область параметров 85 ≤
≤ Γ∗ ≤ 100, соответствующая стабильной жидкой
фазе, а для кристалла — область 125 ≤ Γ∗ ≤ 140,
соответствующая стабильной ОЦК-фазе. Зависимо-
сти свободной энергии от Γ∗ аппроксимировались
линейными функциями, по разности значений ко-
торых вычислялась величина Δμ(Γ∗).

2.3. Неравновесный расчет формирования и
роста кристаллического зародыша в

метастабильной жидкой фазе

Для ускорения процесса нуклеации с целью на-
бора необходимого количества статистически неза-
висимых результатов нами был использован подход,
предложенный в работе [42]. Рассматривалась систе-
ма из 128000 частиц (изначально — кристаллическая
суперъячейка ОЦК размером 40 × 40 × 40). В цен-
тре расчетного домена была выбрана сферическая
область Ω малого радиуса, величина которого под-
биралась эмпирически и составляла примерно от 2
до 2.5 δ для рассмотренных значений Γ∗ в диапа-
зоне от 120 до 160. Частицы, принадлежащие облас-
ти Ω, удерживались вблизи своих исходных позиций
гармоническими связями. Жесткость связей изме-
нялась в ходе вычислений, уменьшаясь с ростом за-
родыша ОЦК-фазы. Таким образом частицы в вы-
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бранной области служили прекурсором для форми-
рования зародыша фазового перехода.

Система частиц плавилась при температуре, рав-
ной удвоенной температуре плавления, а затем охла-
ждалась до температуры T = 300 К, соответствую-
щей выбранному значению Γ∗ и условиям стабиль-
ности ОЦК-фазы. Значение параметра потенциала
u0 в выражении (1) вычислялось в соответствии с
заданным значением Γ∗, которое в ходе исследова-
ний изменялось в диапазоне значений от 120 до 160.
Спустя некоторое время (не менее 5 · 104 шагов) в
окрестности области Ω формируется кристалличе-
ская фаза критического размера. С этого момента
радиус зародыша монотонно растет с течением вре-
мени. Возможность длительного существования ме-
тастабильнойфазы с кристаллическим прекурсором
говорит о том, что выбранный радиус области Ω не
превышал значение Rcr. В момент достижения заро-
дышем своего критического радиуса гармонические
связи удалялись. Анализ скорости движения меж-
фазной границы начинался спустя 5000 шагов после
удаления гармонических связей.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Зависимость μ(Γ∗) хорошо аппроксимируется
линейной функцией как для жидкости, так и для
ОЦК-кристалла Юкавы. Результаты расчета разно-
сти химических потенциалов Δμ(Γ∗, κ) для разных
значений κ мало отличаются друг от друга: сред-
ние квадратические отклонения параметров линей-
ной аппроксимации a и b составляют примерно 3%
от средних значений. Поэтому в дальнейших вычис-
лениях была использована линейная аппроксимация
с усредненными по κ параметрами

Δμ = −9.71 · 10−3Γ∗ + 0.99. (11)

Таким образом, в указанном диапазоне κфазово-
му равновесию соответствует среднее значение Γ∗ ≈
≈ 102. Этот результат согласуется с данными работ
[34, 43, 48, 49].

Среднее вдоль линии плавления значение ко-
эффициента поверхностного натяжения на плоской
границе раздела фазы ОЦК (100) и жидкой фазы,
рассчитанного по формуле (10), составило γ = 0.49.
Указанное значение находится в разумном соответ-
ствии с данными работы [55], где для межфазных
границ в системе твердых сфер были получены зна-
чения от 0.17 до 0.71 в единицах kT/σ2, а также
с данными работы [57], где анализ системы мяг-
ких сфер дал значения γ в диапазоне от 0.46 до
0.62 kT/σ2.

Рис. 1. Зависимость параметра локального порядка q6 от
безразмерной координаты в направлении, перпендикуляр-
ном межфазной границе: • — результаты МД-вычислений,
сплошная кривая — аппроксимация результатов функци-

ей (12)

Для вычисления ширины межфазной границы в
настоящей работе была проанализирована зависи-
мость параметра порядка q6 от координаты x, кото-
рая аппроксимировалась следующим выражением:

q6(x) = 0.5(qbcc + qliq)−

− 0.5(qbcc − qliq) th

[
2(x− x0)

ζ

]
, (12)

где qbcc и qliq — значения параметра локального по-
рядка q6, соответствующие ОЦК и жидкой фазам;
x0 и ζ — параметры, характеризующие положение
границы и ее ширину. Величина параметра ζ опре-
деляет ширину межфазной границы. Результаты ап-
проксимации представлены на рис. 1, при этом на-
чало координат смещено в центр расчетной области.

Анализ данных МД-моделирования позволяет
сделать вывод о том, что в выбранных масшта-
бах ширина межфазной границы с точностью около
15% совпадает для разных κ и составляет ζ ≈ 7.5.

Данные, полученные в ходе равновесных рас-
четов, позволяют оценить границы применимости
линейного разложения экспоненты, использованно-
го нами в преобразовании формулы (7) к виду (8).
Ограничив погрешность линеаризации экспоненты
величиной 10% и используя найденные в равновес-
ных расчетах значения γ и Δμ, получим оценку для
максимального радиуса зародыша R = 9.0.

Результаты неравновесных вычислений также
свидетельствуют о слабой зависимости скорости
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Рис. 2. Зависимость радиуса зародыша от времени, рас-
считанная в безразмерных величинах для разных значе-
ний структурного параметра при Γ∗ = 150: • — κ = 2, ◦ —

κ = 3, 
 — κ = 4, � — κ = 5, � — κ = 6

движения межфазной границы от κ. Положение
межфазной границы относительно центра зароды-
ша (радиус зародыша R) определялось с использо-
ванием аппроксимации радиального распределения
параметра локального порядка q6 выражением (12).
Вычисленные для разных κ зависимости R(t) пред-
ставлены на рис. 2.

Начальное значение радиуса зародыша R0 мень-
ше вычисленной ранее ширины плоской межфазной
границы d. Поэтому правомерность пренебрежения
зависимостью γ(R) требует дополнительного анали-
за. В то же время, данный результат ограничива-
ет применимость толменовской модели зависимости
γ(R), предполагающей малость параметра ζ/R.

Аппроксимация по формуле (12) функции ра-
диального распределения параметра порядка q6(R)
была использована также для вычисления шири-
ны межфазной границы. Анализ, выполненный для
Γ∗ = 150, свидетельствует о том, что с ростом за-
родыша ширина межфазной границы растет, и на
начальном этапе ζ ∼ R. Зависимость ζ(R) при этом
можно аппроксимировать гиперболическим танген-
сом:

ζ = a th
R−R1

b
, (13)

с параметрами a = 6.66, b = 1.83 и R1 = 3.21.
Аппроксимации усредненных по κ зависимостей

R(t) и ζ(R) выражениями (9) и (13) для Γ∗ = 150

представлены на рис. 3. В ходе аппроксимации зави-
симости R(t) выражением (9) были вычислены зна-
чения параметров f0 = 0.67, Δμ = −0.42 и γ = 0.89.

Учитывая использованные допущения, можно счи-
тать что результаты равновесных (Δμ = −0.45 и
γ = 0.49) и неравновесных (Δμ = −0.42 и γ = 0.89)
вычислений совпадают с достаточной точностью.

Подстановка в формулу (11) для Δμ значений
Γ∗ в диапазоне 120 ≤ Γ∗ ≤ 160 дает −0.56 ≤ Δμ ≤
≤ −0.17. По формуле (7), используя вычисленную в
ходе аппроксимации величину f0, получим асимпто-
тическое значение скорости движения фронта кри-
сталлизации для зародышей большого радиуса в
диапазоне от 0.5 до 3.0 δ c−1, что соответствует
результатам [5, 11, 36], где наблюдалось движение
фронта кристаллизации со скоростью vf ∼ 1 δ c−1.

Значения критического радиуса зародыша Rcr =
= 2γ/Δμ, вычисленные по равновесным и неравно-
весным значениям параметров, отличаются пример-
но в 2 раза. Так данные, взятые из равновесных рас-
четов при Γ∗ = 150, дают Rcr = 2. Неравновесные
же вычисления свидетельствуют о том, что в ука-
занных условиях метастабильная жидкость с погру-
женным в нее зародышем ОЦК-фазы соответству-
ющего радиуса может долго существовать, не ис-
пытывая фазового перехода. Монотонный рост за-
родыша со временем наблюдался в неравновесных
расчетах лишь при R > 4. Указанное расхожде-
ние связано вероятно с тем, что формула (10) бы-
ла нами использована только для плоской грани-
цы раздела фаз с индексами Миллера (100), в то
время как при росте зародыша вероятно появление
межфазных границ различной ориентации. Энергии
этих поверхностей могут существенно различаться.
В частности, для системы твердых шаров в работе
[55] энергия поверхности раздела жидкой и кристал-
лической фаз с индексами (100) была минимальной
и примерно в четыре раза отличалась от энергии
поверхности (111). Также, среди возможных источ-
ников несоответствия следует выделить принятые
при выводе уравнения (9) допущения КТН и приме-
нение гидростатического приближения при вычис-
лении коэффициента поверхностного натяжения по
формуле (10).

Аналогичные неравновесные расчеты были про-
ведены для Γ∗ = 120, 130, 140, 160. Во всех случа-
ях результаты слабо зависели от κ. С уменьшением
значения Γ∗ время формирования зародыша крити-
ческого размера существенно возрастало, а скорость
роста падала. Такой характер зависимости скорости
фазового перехода от Γ∗ очевидно следует из фор-
мул (8) и (11). При этом полученная в ходе нерав-
новесных вычислений в выбранном диапазоне Γ∗

функция Δμ(Γ∗) аппроксимируется линейной зави-
симостьюΔμ = −9.5·10−3Γ∗+0.89 и, следовательно,
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Рис. 3. Усредненные по κ характеристики структуры, полученные в ходе неравновесного расчета роста кристаллического
зародыша в метастабильной жидкости Юкавы при Γ∗ = 150: а — зависимость радиуса зародыша от времени, б — зависи-
мость ширины межфазной границы от радиуса зародыша; • — расчеты методом МД, сплошные линии — аппроксимации

выражениями (9) и (13) (результаты приведены в безразмерных величинах)

хорошо совпадает с вычисленной методом термоди-
намического интегрирования (аппроксимация (11)).
Значение коэффициента поверхностного натяжения
с изменением Γ∗ менялось в пределах ошибки ап-
проксимации, и в среднем составляло γ = 0.95.

При Γ∗ = 160 формирование компактного за-
родыша вблизи области с гармоническими связями
не наблюдалось. Вместо этого фазовый переход со-
провождался быстрым появлением и ростом обла-
стей ОЦК-фазы, случайным образом распределен-
ных в объеме жидкости. Время жизни метастабиль-
ной жидкости в таких условиях оказалось малым,
соизмеримым со временем температурной релакса-
ции стабильной однофазной системы (порядка 5000
шагов, или 50ν−1

0 против 50000 шагов при Γ∗ = 150).
Следовательно, при Γ ≥ 160жидкостьЮкавы испы-
тывает спинодальный распад. Интересно, что фор-
мальная оценка критического радиуса зародыша
при Γ∗ = 160 с использованием Δμ = −0.56 (зна-
чение получено по формуле (11)) и γ = 0.89 дает
Rcr ≈ 3.16. Это значение примерно соответствует
нулю функции ζ(R), R1 = 3.2 в формуле (13). Одна-
ко анализ возможной взаимосвязи между формаль-
ным нулем ширины межфазной границы R1 и усло-
виями спинодального распада выходит за рамки на-
стоящего исследования.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

С использованием метода молекулярной динами-
ки и классической теории нуклеации изучен про-

цесс роста зародыша кристаллической фазы в пе-
реохлажденной жидкости Юкавы. Применены под-
ходы, основанные на исследовании состояния равно-
весных фаз, а также неравновесного процесса кри-
сталлизации метастабильной жидкости. Анализ ре-
зультатов неравновесных расчетов указывает на то,
что скорость распространения фронта волны кри-
сталлизации на ранних стадиях фазового перехо-
да хорошо аппроксимируется выражением (9), по-
лученным в рамках классической теории нуклеа-
ции. При этом размер критического зародыша и ско-
рость движения межфазной границы при выбран-
ном масштабировании оказываются независимыми
от структурного параметра κ (в пределах погреш-
ности аппроксимации) и полностью определяются
эффективным параметром неидеальности Γ∗.

Использованная в настоящей работе модель дви-
жения межфазной границы не учитывала возмож-
ной зависимости коэффициента поверхностного на-
тяжения от радиуса зародыша R. Анализ ширины
межфазной границы ζ указывает на то, что на на-
чальных стадиях роста ζ ∼ R, причем ζ(R) моно-
тонно растет и достигает насыщения примерно при
ζ = 6.7. Этот результат находится в разумном соот-
ветствии с данными, полученными при анализе рав-
новесной двухфазной системы с плоской межфазной
границей: ζ = 7.5. Зависимость ζ(R) аппроксимиру-
ется гиперболическим тангенсом (13) с параметрами
a = 6.66, b = 1.83 и R1 = 3.21.
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Полученные в широком диапазоне Γ∗ путем ап-
проксимации R(t) значения разности химических
потенциалов Δμ в пределах погрешности согласу-
ются с вычисленными для равновесных систем мето-
дом термодинамического интегрирования. Значения
коэффициента поверхностного натяжения γ, рас-
считанные в равновесной двухфазной системе в рам-
ках гидростатического приближения, и в неравно-
весной — путем аппроксимации R(t), различаются
примерно в два раза. Наиболее вероятной причиной
этого различия является тот факт, что в настоящей
работе равновесный расчет был выполнен только
для плоской границы раздела жидкой и ОЦК-фаз
с индексами Миллера (100), в то время как заро-
дыш кристаллической фазы может иметь границы
различной ориентации. При этом вычисленные зна-
чения находятся в разумном соответствии с извест-
ным из литературы результатами расчетов для ан-
самблей твердых и мягких сфер.

Неравновесные расчеты свидетельствуют о том,
что при Γ∗ ≥ 160 фазовый переход не сопровожда-
ется нуклеацией и жидкость Юкавы в этих усло-
виях испытывает спинодальный распад. Интересно
отметить факт совпадения при этом вычисленных
формально безразмерных значения радиуса крити-
ческого зародыша Rcr = 2γ/Δμ ≈ 3.16 (γ = 0.89 и
Δμ = 0.56) и нуля функции ζ(R) (см. выражение
(13)) R1 = 3.2. Однако анализ возможной взаимо-
связи между формальным нулем ширины межфаз-
ной границы в аппроксимации ζ(R) и условиями
спинодального распада выходит за рамки настоя-
щего исследования.

Финансирование. Работа выполнена при
поддержке Российского научного фонда (проект
№16-12-10424).
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Исследуются линейные и нелинейные резонансы и каскады, существенно влияющие на взаимодействие
потока бесстолкновительной плазмы с магнитным барьером и на проникновение плазмы внутрь барье-
ра, на примере околоземной магнитопаузы. Наша линейная теория мембранной неустойчивости границы
магнитного барьера — магнитопаузы — позволяет объяснить структуру спектров и би-спектров флук-
туаций на разных участках погранслоев у магнитопаузы, и также резонансы на частотах 0.05–0.5 мГц.
Регистрируемая сжимаемость волн под магнитопаузой означает невозможность их возбуждения одними
альвеновскими резонансами. Мы предлагаем — как общий принцип — примерное совпадение частот раз-
ных гармоник разных резонансов в качестве условия усиления резонансов до нелинейных амплитуд и их
распространения в ионосферу. Мы подтверждаем наличие резонансных волн у магнитопаузы и демонст-
рируем нелинейное трехволновое каскадное взаимодействие сжимаемых (0.05–5 мГц) и несжимаемых
волн под магнитопаузой, обеспечивающее возбуждение резонансов магнитных силовых линий и волно-
водных резонансов на частотах 1–25 мГц без точного совпадения частот с линейными резонансами на
магнитопаузе и ударной волне. Это также может обеспечить нелинейную связь линейных и нелинейных
резонансов в других многослойных средах (например, в плазменном и нейтральном слоях геомагнитного
хвоста и между ним и магнитопаузой). Приведен пример возбуждения волноводной моды внутри магни-
топаузы нелинейными мембранными волнами. Обнаружено нелинейное возбуждение и взаимодействие
большинства «магических» гармоник под магнитопаузой.

DOI: 10.31857/S0044451021020139

* E-mail: ssavin@iki.rssi.ru

1. ВВЕДЕНИЕ

Анализ движения магнитопаузы (МП), наблю-
даемого, например, на ИНТЕРБОЛ-1, THEMIS и
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CLUSTER [1–10], выявил, что магнитопауза (МП)
осциллирует на выделенных («магических») ультра-
низких частотах, которые видны и в наземных, и в
магнитосферных данных:

(0.7; 1.3; 1.9; 2.6; 3.3; 4.8; . . .) мГц. (1)

Магнитопауза представляет собой мембрану под
растяжением, которая может резонансно взаимодей-
ствовать с магнитосферной полостью, а ионосфера
выступает в качестве опоры вдоль магнитных сило-
вых линий. То, что именно поверхностные волны у
МП — источник дневных пульсаций Pc5-6 на Земле,
не полностью подтверждается у границы замкнутых
силовых линий в ионосфере: максимум возмущений
смещен внутрь границы захвата частиц [10]. Авто-
ры предположили, что широкополосная турбулент-
ность у МП может мешать передаче и регистрации
низкочастотных резонансных волн в ионосфере. Но
в работах [1–3] показано, что альвеновскому резо-
нансу подвержены именно пограничные силовые ли-
нии. Поэтому мы предлагаем новую модель — мем-
бранной неустойчивости (МН), которая не зависит
от альвеновских волн и объясняет наблюдения резо-
нансов от магнитослоя (МСЛ) до несколькихRE под
МП, причем генерироваться должны как раз наблю-
даемые сжимаемые волны. Мы демонстрируем воз-
буждение альвеновских резонансов магнитных си-
ловых линий мембранными волнами через нелиней-
ные трехволновые взаимодействия и каскады.

2. МОДЕЛЬ МП

Считаем МП в подсолнечной точке круглой,
плоской, закрепленной по краям мембраной радиу-
са r0 (более простая модель МП с квадратной плос-
кой одномерной мембраной для более высоких час-
тот (свыше 1 мГц) независимо рассмотрена в работе
[11]). Закрепленность по краям, как уже упомина-
лось, обусловлена тем, что силовые линии МП про-
ектируются в ионосферу и далее в мантию Земли
(ср. [1–3]).

Решение для механической мембраны извест-
но [12]:

u(r, θ, t) =

∞∑
n,m=0

v̂n,m(r, θ)

(
An,m cos

(
aμnm
r0

t

)
+

+ Bn,m sin

(
aμnm
r0

t

))
+

∞∑
n,m=0

ṽn,m(r, θ)×

×
(
Cn,m cos

(
aμnm
r0

t

)
+Dn,m sin

(
aμnm
r0

t

))
. (2)

Суммируются собственные колебания с частота-
ми ω = aμnm/r0. Здесь μnm — m-й корень уравнения
функции Бесселя Jn(μ) = 0, a =

√
T/ρ, T — по-

верхностное натяжение([T ] = Дж/м2), ρ — поверх-
ностная плотность мембраны ([ρ] = кг/м2). Коэф-
фициенты An,m, Bn,m, Cn,m, Dn,m определяются из
начальных условий

u(r, θ, 0) =

∞∑
n,m=0

(v̂n,m(r, θ)An,m+v̄n,m(r, θ)Cn,m) =

= f1(r, θ),

ut(r, θ, 0) =

∞∑
n,m=0

(v̂n,m(r, θ)Bn,m+ṽn,m(r, θ)Dn,m) ×

× aμnm
r0

= f2(r, θ)

по формулам

An,m =

2π∫
0

r0∫
0

f1(r, θ)Jn

(√
λn,mr

)
×

× cos(nθ)r dr dθ

/{
πr20
2
εn

[
J ′
n

(√
λn,mr0

)]2}
,

Cn,m =

2π∫
0

r0∫
0

f2(r, θ)Jn

(√
λn,mr

)
×

× sin(nθ)r dr dθ

/{
πr20
2
εn

[
J ′
n

(√
λn,mr0

)]2}
.

(3)

Аналогичные формулы можно найти для
a
√
λn,mBn,m и a

√
λn,mDn,m. Здесь

λn,m =

(
μnm
r0

)2

, εn =

{
2, n = 0,

1, n 	= 0.

Моделирование магнитопаузы тонкой мембра-
ной вполне оправдано. В работе [13] рассматривает-
ся возникновение тонких равновесных границ меж-
ду плазмой и магнитным полем, когда характерная
толщина погранслоя даже меньше дебаевского ра-
диуса.

3. МГД-ХАРАКТЕРИСТИКИ НАТЯЖЕНИЯ
МП

В механике поверхностное натяжение T — это
энергия, затрачиваемая на разрыв единицы поверх-
ности. Магнитные силовые линии — как упругие ни-
ти стремятся сократиться и развить продольное на-
тяжение T = B2

0/2μ0, где B0 — индукция магнит-
ного поля, μ0 — магнитная постоянная. У МП мы
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Таблица 1. Спектр собственных мембранных частот
магнитопаузы (r0 = 10RE = 6.4 · 107 м)

μ0
m 2.404 5.520 8.653 11.791 14.930

ω, мГц 0.6 1.3 2.0 2.7 3.4

μ1
m 0 3.831 10.173 13.323 16.470

ω, мГц 0 0.8 2.3 3.1 3.8

μ2
m 0 5.135 8.417 11.619 14.795

ω, мГц 0 1.2 1.9 2.7 3.4

μ3
m 0 6.380 9.761 13.015 16.223

ω, мГц 0 1.5 2.3 3.0 3.7

μ4
m 0 7.588 11.064 14.372 17.615

ω, мГц 0 1.7 2.5 3.3 4.1

используем это МГД-понятие, в качестве плотности
используем объемную плотность ρ = (mi +me)n0 ≈
≈ min0, масса иона гораздо больше массы электро-
на (mi � me ); n0 — концентрация плазмы. Размер-
ность натяжения в МГД [T ] = Дж/м3, плотности
[ρ] = кг/м3, поэтому размерность a =

√
T/ρ остает-

ся прежней.

4. СОБСТВЕННЫЕ ЧАСТОТЫ МП

С помощью (2) определены собственные частоты
МП при μ0 = 1.26 · 10−6 Гн/м:

B0 = 2.5 · 10−8Тл,
n0 = 16 · 106м−3,

mi = 1836 · 10−31кг.

В среде пакета MAPLE решено уравнение
Jn(μ) = 0, т. е. определены первые четыре корня
μnm функций Бесселя порядка n = 0, 1, 2, 3. Теорети-
ческие значения собственных частот для функции
Бесселя нулевого порядка (вторая строка табл. 1)
практически совпадает с экспериментальным рядом
«магических» частот [1]. Эта строка представляет
собой наименьшие возможные собственные частоты
колебаний магнитопаузы, рассматриваемой как
мембрана, при r0 ∼ 10RE, где может считаться
применимой плоская модель мембраны, поскольку
радиус кривизны МП здесь больше r0. В табл. 2
представлен спектр собственных частот МП, ес-
ли брать за мембрану прилегающую МП вплоть
до ближнего хвоста с эффективным радиусом

Таблица 2. Спектр собственных частот МП
(r0 = 25RE)

μ0
m 2.404 5.520 8.653 11.791

ω, мГц 0.24 0.52 0.8 1.08

μ1
m 0 3.831 10.173 13.323

ω, мГц 0 0.32 0.92 1.24

μ2
m 0 5.135 8.417 11.619

ω, мГц 0 0.48 0.76 1.08

μ3
m 0 6.38 9.761 13.015

ω, мГц 0 0.6 0.92 1.2

r0 ∼ 25RE . На самом деле, мы просчитали все
характерные частоты для r0 ∼ 10, 15, 20, 25RE, и
убедились в линейной зависимости нулевых частот
от r0, поэтому приводим только табл. 1 и 2. Для
табл. 2 мы получим резонансы от 0.24мГц и выше,
хотя использование модели плоской мембраны для
выпуклой МП с r0 ∼ 25RE требует дополнитель-
ного рассмотрения. Мы полагаем, что кривизна
магнитопаузы меняет только численные значения
собственных частот. Мы считаем изменения несу-
щественными, исходя из того, что частоты второй
сверху строчки табл. 1 близки к «магическим»
ионосферным частотам [1]. Кроме того, далее мы
показываем, что нелинейные каскады и гармоники
обеспечивают синхронизацию резонансов в разных
подобластях магнитосферы в достаточно широких
поддиапазонах частот (см. обсуждение рис. 2, 5, 6).

Мы рассматриваем эффективный радиус как
расстояние вдоль МП от подсолнечной точки до
проекции положения спутника на МП вдоль ее нор-
мали. Далее мы подкрепляем это время пролетны-
ми соображениями для нулевых гармоник. Обос-
новывать же дополнительно приближение закреп-
ленной по краям мембраны мы предлагаем за счет
инерции длинного геомагнитного хвоста и внеш-
ней канализирующей силы — обтекающего пото-
ка солнечного ветра (СВ). Внутренние же линии
вморожены как в ионосферу, так и в плазменный
слой у экватора, обеспечивая внутреннюю канализа-
цию/закрепленность МП. Отметим, что до сих пор
мы рассматривали в МН линейные (бесселевы) гар-
моники собственных колебаний мембраны.
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Рис. 1. Вэйвлетные спектры мощности компоненты маг-
нитного поля By по данным Интербол–1 (INTERBALL–1,
19.06.1998:в 10–11 UT — магнитосфера (Plasma Ball, PB,
[14], серая заливка); 08:53-09:53 UT — МСЛ (штриховая
кривая); Pdyn, в СВ (SW), 08:30-09:50 UT (светлые симво-

лы)

5. СРАВНЕНИЕ С ЭКСПЕРИМЕНТОМ

Мы основываемся на сравнении с экспери-
ментальными данными спутников ИНТЕРБОЛ-1,
CLUSTER, THEMIS, GEOTAIL в работах [7,8,14–16]
и ссылках в них, а также на двух новых примерах,
включая данные DOUBLE STAR и SPEKTR-R.

5.1. Данные ИНТЕРБОЛ-1 19.06.1998

Как показано на рис. 1а в работе [14], колебания
на частоте 0.3–1 мГц видны от ударной волны (УВ)
до МП. При частоте около 0.5 мГц колебания (ср.
со второй строчкой табл. 2) длятся два часа внут-
ри МП. На рис. 1b из работы [14] модуль магнит-
ного поля |B| под МП (зеленая заливка) промоду-
лирован частотой около 1.7 мГц в течение 50 мин
(заметим, хотя частота и не совпадает с (1), сво-
бодный параметр r0 позволяет найти соответствую-
щую часть резонирующей магнитопаузы, а нелиней-
ные каскады позволяют сопрячь частоты с (1), см.
далее). Кроме того, в нижней строчке табл. 1 ми-
нимальная гармоника как раз равна 1.7 мГц. Вол-
ны распространяются внутрь магнитосферы с за-
туханием (т. е. они генерируются или усиливаются
вблизи МП). Проникновение внутрь МП видно и на
рис. 1, где даны спектры магнитной компоненты By
(система координат GSE) за час до и после пересе-
чений МП и спектр динамического давления Pdyn
в СВ (OMNI), характеризующий энергетику коле-
баний в СВ (ИНТЕРБОЛ-1, 19.06.1998). Видно, что

пики в СВ не служат триггерами волн у МП на час-
тотах свыше 0.5 мГц, хотя пик в СВ на частоте око-
ло 0.35 мГц (ср. с четвертой строчкой табл. 2) сопро-
вождается пиками в магнитосфере и МСЛ на немно-
го более высокой частоте. Спектры By за час до МП
(штриховая кривая) напоминают спектры час спус-
тя внутри МП (серая заливка), будучи в 2–3 раза
мощнее (вероятно, из-за падения |B| сразу под МП)
и имея сдвиг максимумов к высоким частотам, как
считали до этого, из-за доплер-сдвига в движущемся
МСЛ. Мы вернемся к сдвигу при обсуждении рис. 4.
То же относится и к максимумам на более высоких
частотах. Без учета этого сдвига спектры имеют по-
чти идентичную структуру. Итак, рис. 1 и работа
[14] опровергают одно из предположений работы [10]
об отсутствии резонансов у МП и ставят проблему
роста частоты в МСЛ относительно потенциального
триггера в СВ (см. Pdyn).

На рис. 2 мы приводим би-спектры магнитных
компонент |B| (сжимаемые волны) и By (в систе-
ме координат GSE). Первые соответствуют сжимае-
мым мембраной волнам (средняя панель — низ-
кочастотная часть левой), правая панель отража-
ет, большей частью, альвеновские резонансы. Для
понимания процессов на внешних магнитосферных
границах необходим не только спектральный, но би-
спектральный анализ (т. е. простейший нелинейный
анализ для трехволновых процессов): он выявляет
процессы, где частоты трех волн F1 + F2 ∼ F3

(частота F1 — горизонтальная ось рисунка, F2 —
вертикальная, F3 — подразумевается) и дает их
тройную когерентность. Мы приводим данные с
би-когерентностью свыше 10% (= 0.1 на цветных
шкалах сбоку), которая считается достаточно пред-
ставительной [7, 8, 14, 16]. К сожалению, наиболее
низкие частоты недоступны для анализа (спутник
находился в области однородных физических про-
цессов слишком мало времени), но мы исследуем
эти частоты по другим данным. Максимумы в би-
спектрах являются «толстыми», так как в плазме
с нелинейными амплитудами колебаний резонансы
размываются из-за флуктуаций основных парамет-
ров плазмы. Так, в 09:40-10:31 UT среднее значение
|B| (+/− стандартное отклонение) составляет око-
ло 30 + / − 11 нТл (полное стандартное отклонение
трех компонент равно примерно 25 нТл), т. е. «тол-
щина» резонансов может вполне превышать и 1/3
средней величины. Это и обеспечивает эффективное
взаимодействие резонансов, в отличие от линейной
ламинарной физики.

Итак, на левой панели даны наиболее высокоча-
стотные данные |B| свыше порога (16 Гц). На са-
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Рис. 2. Вэйвлетные би-спектры компонент магнитного поля |B| (левые панели) и By (GSE, правая панель) по данным
ИНТЕРБОЛ-1 (INTERBALL-1) 19.06.1998, 09:40-11:17 UT. На вставке в верхнем правом углу правой панели в качестве
входов для би-спектрального анализа использовались сигналы F1 — By (по горизонтали) F2 — |B| (по вертикали), F3 —

By (суммарная, F1 + F2 = F3)

мой низкой частоте виден нелинейный каскад, когда
волны на суммарной частоте F3 несколько раз нели-
нейно взаимодействуют с исходной F2 («накачка»)
[7, 8, 14]. Он продолжается до F1 ∼ 25 мГц, и на од-
ной из суммарных частот F3 возникает нелинейный
резонанс (показан фиолетовой стрелкой). Мы пола-
гаем, что это возбуждение стоячих быстрых магни-
тозвуковых волн в полости между магнитопаузой
и плазменным слоем (так называемые волноводные
(waveguide) моды [9,17]). Они тоже имеют собствен-
ные линейные бесселевы гармоники, и мы демон-
стрируем их нелинейную связь с мембранными мо-
дами. Конечно, энергия может идти и от волновод-
ных мод к мембранным. Но поток солнечного ветра
непосредственно взаимодействует именно с МП, по-
этому мы полагаем, что мембранные моды в боль-
шинстве случаев возбуждают волноводные под МП
как раз за счет обнаруженного нами нелинейного
механизма.

Средняя панель демонстрирует нелинейное воз-
буждение волн на суммарной частоте F3 ∼ 3.5 мГц
(ср. с пятой строчкой табл. 1) с последующим распа-
дом на F3, обозначенной фиолетово-черной стрел-
кой и «decay». Низкочастотная горизонтальная «на-
качка» на F2 ∼ 0.5 мГц достаточно близка к наи-
меньшей частоте из табл. 1. Фиолетовыми стрелка-
ми показаны четыре нелинейные гармоники.

Для By (правая панель) максимум (F1, F2) ∼
∼ (1.3; 2.6 мГц) достигает 70%, что мы связываем
с генерацией альвеновского резонанса силовых ли-
ний, который и достигает земной поверхности [9–11]
(заметьте, на средней панели в |B| этот же би-
максимум не превышает 40%). Это взаимодействие
второй и четвертой «магических» гармоник (1), ср.
также с табл. 1. Однако процессы в By продолжа-
ются на суммарных частотах F3 (показано фиоле-

товыми стрелками), причем они взаимодействуют и
с исходным резонансом F2 ∼ 1.3 мГц, и при помо-
щи «распада» с F3 ∼ cоnst с шестой «магической»
гармоникой (1), см. зеленый максимум и его левый
край, а также голубую с черным стрелку. Более то-
го, на вставке в верхнем правом углу правой панели
в качестве входов для би-спектрального анализа ис-
пользовались разные сигналы на частотах F1–By,
F2–|B|, F3–By; что непосредственно демонстриру-
ет трехволновое взаимодействие между сжимаемы-
ми (|B|) и альвеновскими (By) резонансами магнит-
ных силовых линий (ср. [16]). И опять «магический»
максимум (F1, F2) ∼ (1.3; 2.6 мГц) близок к 70%,
что считается надежным даже для корреляции двух
сигналов (ср. с [16]). Чтобы проверить альвеновский
характер сигнала, характеризуемого By, мы также
посчитали стандартные отклонения в 09:40-10:31 UT
для |B| и несжимаемых (альвеновских) магнитных
флуктуаций в трех компонентах: последние в два
раза превышают первые. Это значит, что внутри
магнитопаузы на рис. 2 доминируют именно альве-
новские волны и By, по всей видимости, их правиль-
но характеризует.

Таким образом, мы демонстрируем существен-
ную роль нелинейных процессов во внешнемагнито-
сферной физике, в отличие от предыдущих, в основ-
ном, линейных подходов (с которого мы и начали в
мембранной модели МН).

5.2. 30.10.2007

На рис. 3h в работе [7] была показана регистра-
ция сжимаемых волн в |B| на частотах около 1.6 и
3 мГц на THEMIS-E (TME порядка 3RE под МП).
Частоты почти идентичны демонстрируемым позже
в работе [11] 1.66 и 3.3 мГц и могут быть воспроиз-
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Таблица 3. Координаты спутников 20.03.2012

UT 13 21

Spacecraft\GSE,RE X Y Z X Y Z

SPEKTR-R −17 30 −9 −16 26 −11

CLUSTER-4 14 −8 −7 6 −7 −2

GEOTAIL −4 −19 4 2 −25 2

THA/THE −3 −10 4 3 −8 3

Рис. 3. Временной ход |B| на TMA и TME 20.03.2012 в
13-21 UT. Орбиту см. в табл. 2

ведены МН при переменном r0 ∼ 4 и 2RE, соот-
ветственно, а также гармониками в нижней строчке
табл. 1. Сигнал на частоте 1.6 мГц — квазистацио-
нарен (т. е. может возбуждаться относительно сла-
быми стационарными волнами в СВ), а сигнал на
частоте 3 мГц был вызван четырьмя плазменными
струями в МСЛ, период появления которых равен
периоду резонансных затухающих колебаний. Авто-
ры [7] показали, что два мощных возмущения — то-
ковых слоя — в СВ вызывают эти колебания. Это
согласуется с [10, 11, 15, 16]: резонансы наблюдают-
ся как у МП, так и внутри нее. Но у МП суще-
ствует широкий спектр волн, мешающий регистра-
ции резонансов в ионосфере [10]. Резонансы же по-
рядка Pc5-6 с длиной волны вплоть до нескольких
RE (порядка глубины орбиты TME под МП) про-
никают глубже высокочастотной турбулентности и
возбуждают резонансные колебания силовых линий
(ср. рис. 2), они хорошо видны и под углом 1◦–4◦

внутри границы замкнутых силовых линий в ионо-
сфере [10].

5.3. Новый пример 20.03.2012

Мы представляем новые данные, включающие
измерения потока плазмы на SPEKTR-R. Мы срав-
ниваем данные с пяти космических аппаратов (КА,

Рис. 4. Вэйвлетные спектры мощности потока плазмы
nV : 20.03.2012. WIND, СВ (SW), 13-18 UT, нижний гра-
фик без заливки; SPEKTR-R, 13-21 UT, крестики (голу-
бая заливка); CLUSTER-4 13-18 UT, светлая (желтая) за-
ливка; GEOTAIL, 05-24 UT, темная (фиолетовая) заливка;
THA, |B|, 13-21 UT, верхняя кривая. Орбиты см. табл. 2,
20.03.2012, вэйвлетная би-когерентность |B|, THA, 13-21

UT

Рис. 5. Трехволновой процесс: когерентность трех сигна-
лов: F1 (горизонтально) + F2 (вертикально) = F3 (не

показано)

XGSE от 14 до −17RE, см. табл. 3). Вне МП мы
анализируем поток ионов nV (произведение плот-
ности ионов на скорость), т. е. доминирующий им-
пульс в СВ/МСЛ. Внутри МП (по данным спутни-
ков THEMIS−A/E = TMA/TME) анализируется
импульс |B|, отражающий доминирующее магнит-
ное давление внутри магнитосферы. На рис. 3 по-
казаны сжимаемые волны в |B| ∼ 3–4RE под МП.
Амплитуда волн на TME значительно выше, чем на
TMA (TME примерно на 1RE ближе к МП). Это
говорит о малой вероятности непосредственного до-
стижения этой сжимаемой волной ионосферы. Вэй-
влетный спектр мощности на TMA с рис. 3 приведен
на рис. 4 (верхняя кривая), а вэйвлетная би-спектро-
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грамма (отражающая нелинейное трехволновое вза-
имодействие) — на рис. 5.

На THA в области интенсивных волн в 16-19 UT
стандартное отклонение |B| ∼ 4.9 нТл, а перпен-
дикулярное магнитному полю составляет примерно
3.3 нТл. Таким образом, здесь преобладают сжима-
емые, а не альвеновские волны [1–3] (ср. с [11]). По
всей видимости, THA и THE регистрируют и аль-
веновские волны на резонансной для силовой линии
частоте (линейной) порядка 0.6–0.7 мГц [1–3,11,17].
О нелинейных трехволновых каскадообразных про-
цессах говорят максимумы (свыше 50%), близкие
к черным линиям на рис. 5. Основной каскад (на-
клонная линия) соответствует трехволновому про-
цессу с частотами F1 + F2 ∼ 1.4 мГц (близко ко
второй «магической» частоте). Он начинается на
F2 ∼ 0.7 мГц — частоте максимума в спектре |B|
на рис. 4, что соответствует первой «магической»
частоте (1). Этот же максимум, почти без доплер-
сдвига, виден и в СВ, однако, в МСЛ (спектры с за-
ливкой) только на CLUSTER-4 и SPEKTR-R видны
слабые максимумы на меньших частотах, не объяс-
нимые доплер-сдвигом (так как его нет на THA).
Таким образом, этот резонанс не распространяет-
ся наружу от МП к Солнцу вдали от подсолнечной
точки, вблизи которой он, по-видимому, и возбуж-
дается (из-за совпадения частот в СВ, в гармонике
МН и, возможно, волноводного резонанса [9], см. да-
лее «множественные резонансы»). Горизонтальный
каскад на частоте F2 ∼ 0.29 мГц близок к мини-
мальной частоте табл. 2. Более точно частоту мож-
но получить, слегка уменьшив r0 (так как нулевая
бесселева частота линейно зависит от его обратной
величины, (ср. табл. 1, 2).

Поскольку на THA доминируют сжимаемые
волны, они вызываются не альвеновскими резонан-
сами [1–3], а мы считаем, низшей «магической» (1)
гармоникой MH ∼ 0.6–0.7 мГц с характерным раз-
мером резонанса мембраны r0 ∼ 10RE (табл. 1). Для
r0 ∼ 25RE доминируют волны с частотой 0.24 мГц
(табл. 2), что близко к минимальной частоте пиков
на рис. 4, из чего и выбран r0 для табл. 2. Физиче-
ским основанием для этого служит то, что с ростом
r0 должно увеличиваться время пролета резонанс-
ной волны вдоль мембраны. Мы также предполага-
ем, что этот принцип — линейной зависимости пе-
риода основного мембранного резонанса от эффек-
тивного радиуса мембраны — справедлив и для изо-
гнутой мембраны, т. е. МП вдали от подсолнечной
точки (время пролета резонансной волны вдоль МП
может расти примерно линейно с ростом эффектив-
ного радиуса).

Мы считаем, что МН деформирует МП и созда-
ет флуктуации магнитного давления на внутренней
кромке МП. Глубоко внутрь магнитосферы флук-
туации, возбуждаемые возмущением |B| (отражаю-
щего изменения магнитного давления), попадают,
вероятно, за счет раскачки альвеновских резонан-
сов силовых линий (ср. рис. 2, [1–3,11,16,17]). Сум-
марная частота трехволнового резонанса для час-
тот F1 + F2 = F3 ∼ 1.4 мГц (рис. 5) видна лишь в
слабых спектральных максимумах в МСЛ и в «пол-
ке» в |B| на рис. 4, совпадая с одной из гармо-
ник табл. 1. На рис. 5 амплитуда этого резонанса
превышает 60% и приводит к каскаду трехволно-
вых распадов (см. наклонную черную прямую, «рас-
пад», см. далее). Как мы уже говорили, дискретным
нелинейным каскадом является взаимодействие сиг-
нала на одной из частот F1 − F3 с сигналами на
других фиксированных частотах F1 − F3 с повто-
рением нелинейного взаимодействия вдоль линии,
фиксирующей каскадную частоту [7, 8, 14] (не пу-
тать с турбулентным каскадом). Если F3 ∼ const,
то это «распад» исходной волны на дочерние вол-
ны, соответствующий наклонным линиям на рис. 2,
5, 6 (см. далее). Если F2/F1 ∼ const — это го-
ризонтально/вертикально протяженный максимум
(«накачка»). При этом для распадающихся волн на
рис. 5 с частотами 0.1 < F1 < 0.7 < F2 < 1.4 мГц
(ср. с рис. 2) резонансов магнитосферных сило-
вых линий и/или волноводных мод в непрерывном
интервале 0.1–1.4 мГц не наблюдается. Каскад на
F2 ∼ 0.26–0.32 мГц (см. горизонтальную черную ли-
нию на рис. 5) начинается максимумом F2 ∼ 70%
(слева, считаем, что это — «накачка» от УВ/МСЛ
[16]). Он соответствует едва заметному пику на
рис. 4. Его вторая (нелинейная) гармоника — близка
к начальной частоте F2 наклонного каскада (при-
мерно первая «магическая» частота). Максимумы
на 0.05–0.5 мГц наблюдаются часто (см. рис. 1, 4,
[8]), но они до сих пор не были объяснены. МН де-
лает это, если считать, что в разных точках наблю-
дения доминируют разные гармоники (преимуще-
ственно, нулевые) с разным соответствующим ха-
рактерным размером резонансной области r0. На
рис. 4 на GEOTAIL (наиболее близкому к THA

по ХGSE) виден максимум на частоте 0.3 мГц
r0 ∼ 20RE), на THA — относительный максимум
при частоте примерно на 0.25 мГц (ср. табл. 2). На-
помним, вторая (нелинейная) гармоника этой часто-
ты может резонировать с линейной гармоникой ре-
зонансной силовой линии на частоте примерно 0.6–
0.7 мГц (близка к первой «магической» частоте (1)
(см. рис. 5, табл. 1), предсказываемой в работах
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[1–3, 11, 17] и возбуждаемой МН в зоне резонанс-
ного возбуждения МП до r0 ∼ 10RE. Насчет резо-
нансного возбуждения: дополнительно следует рас-
смотреть, как резонансные волны распространяют-
ся вверх по потоку магнитослоя. В [16] показано, что
в магнитослое регистрируется распространение воз-
мущений в сторону Солнца. Отсюда наша концеп-
ция: в резонансе участвует, главным образом, маг-
нитопауза в сторону Солнца от спутника, и он ви-
дит ее результат благодаря движению волн к Солн-
цу [16]. Кстати, деление характерной альвеновской
скорости (порядка 100 км/с) на эффективный диа-
метр мембраны для табл. 1 (т. е. пролет резонансной
волны от центра мембраны и обратно) дает имен-
но частоту около 0.7 мГц. На ближайшем к Солн-
цу CLUSTER-4 — максимум наблюдается на частоте
0.4 мГц (r0 ∼ 15RE), на самом удаленном от Солнца
SPEKTR-R — на 0.22 мГц (r0 ∼ 27RE , ср. с табл. 2).
Это может означать, что в мембранном резонансе
радиус r0 действительно близок к длине МП от под-
солнечной точки до места измерения вдоль магни-
топаузы. При этом резонансы возбуждаются не обя-
зательно на частотах спектральных пиков СВ, что
не должно казаться удивительным: усиление мощ-
ности в резонансных пиках в МСЛ на рис. 3 дости-
гает 1.5–2 порядков относительно СВ, тогда как пи-
ки в СВ превышают фон только в 1.5–3 раза. Од-
нако спектральные пики в СВ могут-таки прово-
цировать резонансы под МП (см. рис. 1, 4). Отме-
тим, уменьшение частоты с удалением КА от Солн-
ца в МСЛ не объясняется доплер-сдвигом: он дол-
жен расти из-за вторичного ускорения в сторону
магнитосферного хвоста потока, обтекающего хво-
стовую магнитосферу. На SPEKTR-R виден пик на
частоте 0.5 мГц, в принципе, объяснимый доплеров-
ским сдвигом, но все равно, пики около 0.3 мГц на
GEOTAIL и SPEKTR-R не могут быть объяснены
доплер-сдвигом. Возвращаясь к увеличению часто-
ты резонанса в МСЛ с 0.31 до 0.4 мГц на рис. 1, —
она может быть связана с тем, что КА «видят» ре-
зонансы на разных гармониках (и/или резонируют
разные области погранслоев с разным r0). Ближе
к Солнцу КА пролетает области, резонирующие с
меньшей частью МП, отсюда большая частота гар-
моник. А пик под МП больше выделяется на рис. 4,
вероятно, из-за совпадения с пиком в СВ. На час-
тоте 0.5–2 мГц (рис. 4) пики в МСЛ расположены
в той же последовательности, что и рассмотренные
выше, но не имеют триггерных пиков в СВ. Однако
они укладываются в рамки МН (ср. табл. 1, 2).

Два низкочастотных максимума в |B| на часто-
тах 0.05 и 0.1 мГц на рис. 4 могут быть вызваны

похожими максимумами в СВ на частотах 0.08 и
0.13 мГц, доплер-сдвинутыми на 0.03 мГц. Похожие
максимумы видны в МСЛ, их частота тоже умень-
шается с удалением от Солнца, а мощность выше
уровня СВ опять на 1.5–2.5 порядка. И снова мини-
мальную частоту на SPEKTR-R нельзя объяснить
доплер-сдвигом. На TMA и SPEKTR-R самый низ-
кочастотный пик наблюдается на 0.05 мГц, он требу-
ет участия в резонансе МП вплоть до XGSE порядка
−70RE,что трудно объяснить МН: здесь, очевидно,
приближение плоской мембраны не работает пря-
мо. Хотя последовательность частот на разных КА,
объясняемая МН, сохраняется. Если линейная зави-
симость периода возмущений от эффективного ра-
диуса мембраны для нулевой гармоники качествен-
но работает и здесь (ср. время пролета резонансной
волны вдоль мембраны), то совпадение частот на
TMA и SPEKTR-R может объясняться тем, что с
ростом r0 растет и длина резонансной волны, делая
пренебрежимым доплер-сдвиг в МСЛ.

5.4. Новый пример 27.03.2005

В этом случае мы прокоррелировали все доступ-
ные данные 27.03.2005 г. и подтвердили прохожде-
ние резонансных волн от солнечного ветра до на-
земных станций на полярных широтах. Их частоты
удовлетворительно согласуются с бесселевыми гар-
мониками линейных резонансов на разных грани-
цах.

В работах [8,16] показано как и какими волнами
разрушается бесстолкновительный поток СВ, набе-
гающий на магнитосферу: слабые короткие импуль-
сы волн, бегущие навстречу СВ, в необычайно мощ-
ном трехволновом каскадном взаимодействии в три
этапа термализуют и отклоняют поток СВ. Причем
характерные частоты наблюдаемых нелинейных ре-
зонансов могут быть описаны МН как линейные за-
травки и/или множественные резонансы (хотя бы
для тех возмущений, которые возбуждаются у МП).
Заметим, что в работе [16], в отличие от [11], рас-
сматривается единый синхронизированный процесс
резонансов у УВ, МП и в МСЛ. Здесь мы при-
водим новые результаты би-спектрального анали-
за у МП, демонстрирующие роль нелинейных вза-
имодействий и каскадов в установлении взаимосвя-
зи резонансов у МП и внутримагнитосферных волн
вплоть до локальных резонансных частот силовых
линий порядка 5–7 мГц [11,17].

На рис. 6 даны вэйвлетные би-спектры |B| на
спутнике GEOTAIL, который выходил из магнито-
сферы и фиксировал множественные разрывы МП
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Рис. 6. 27.03.2005, см. [16]. Вэйвлетная би-когерентность
|B|, GEOTAIL, 03-16 UT. Стрелки на нижней панели (фраг-
менте верхней) показывает генерацию нелинейных гармо-
ник на суммарных частотах и их дальнейшее трехволновое

взаимодействие (максимумы)

под воздействием модулированных на изучаемых
частотах плазменных струй [16]. Считается, что их
модуляция возникает на деформированной резонан-
сами ударной волне и что она синхронизована с ре-
зонансами на МП [8, 16]. Мы также предполагаем,
что возбуждаются преимущественно частоты вбли-
зи собственных (мембранных) резонансов МП ко-
роткими импульсами вектора Пойнтинга в сторо-
ну Солнца ( [16], см. далее). «Накачка» с уровнем
би-когерентности порядка 60%, по всей видимости,
происходила на F2 ∼ 0.15 мГц, определяемой плаз-
менными струями [8,16] (см. большое красное пятно
в левом нижнем углу нижней панели). Нелинейные
гармоники (на суммарной частоте, вплоть до чет-
вертой) показаны стрелками. Они, в свою очередь,
продолжают трехволновые взаимодействия как с ис-
ходным сигналом и между собой, так и с другими
волнами (максимумы на нижней панели). Заметьте,
горизонтальные и наклонный каскады (фиолетовые
линии) качественно хорошо согласуются с рис. 2,
5. Верхняя панель показывает генерацию нелиней-
ных каскадов (горизонтальные, F2 ∼ const, протя-
женные максимумы) на частотах F1 ∼ 3–7 мГц,
что попадает в область резонансов магнитных си-
ловых линий [8, 11, 17]. Причем наиболее выделяю-

щаяся нелинейная связь, обеспечивающая синхро-
низацию внешних и внутренних магнитосферных
процессов, видна на второй (нелинейной) гармонике
частоты накачки (см. горизонтальные максимумы
на F2 ∼ 0.3 мГц). Эта частота близка к минималь-
ной частоте табл. 2. Более точно частоту можно по-
лучить, слегка уменьшив r0.

На нижней части рис. 6 основной горизонталь-
ный нелинейный каскад вблизи 0.15 мГц порождает
также нелинейные гармоники вплоть до четвертой.

Таким образом, мы еще раз демонстрируем, что
взаимосвязь внешнемагнитосферных и/или поверх-
ностных МП-мод с внутримагнитосферными может
происходить именно посредством нелинейных гар-
моник и трехволновых каскадов (см. также обсуж-
дение рис. 2, 5).

6. СЦЕНАРИИ РАЗВИТИЯ РЕЗОНАНСОВ

Как мы видели, и в теории, и в эксперимен-
те существует множество гармоник и резонансов у
МП (ср. [3, 8, 17] и ссылки там). Какие же резонан-
сы реализуются и видны в эксперименте? Как мы
показали, в различных погранслоях могут домини-
ровать разные гармоники и/или резонансы с раз-
ными эффективными радиусами мембраны. Напом-
ним, деление характерной альвеновской скорости на
эффективный диаметр мембраны (пролет резонанс-
ной волны туда и обратно) дает частоты, близкие к
предсказываемым МН для нулевых бесселевых гар-
моник.

Особое внимание надо обратить также на взаи-
модействие линейных и нелинейных гармоник. При-
мер резонанса на THA на частоте около 0.7 мГц
(рис. 4) свидетельствует, что спектральные пики в
СВ проникают под МП, скорее всего, через нулевую
гармонику МН с r0 ∼ 10RE, доминирующую вбли-
зи подсолнечной точки, что вместе с альвеновским
резонансом силовых линий ( [1–3,17], рис. 2) может
приводить к «магическим» пикам, видимым вплоть
до ионосферы.

Мы придерживаемся гипотезы: в спектрах мощ-
ности доминируют множественные резонансы гар-
моник, т. е., например, СВ, МН, альвеновские [1–3]
(ср. рис. 2, 4), магнитозвуковые (волноводные или
«waveguide modes» и Kruskal–Schwarzschild [4,5,17]),
локальные [8,11,17], которые дорастают до нелиней-
ных амплитуд. Спектральные пики в СВ стимули-
руют пики под МП, но не являются необходимыми.
Для «сильных» транзиентных возмущений, вызыва-
ющих нелинейную реакцию МП, когда частота (или
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обратный интервал между ними, см. [7]) в СВ совпа-
дает с частотой бесселевой гармоники (в линейном
приближении), на ней развивается первоначальный
резонанс (затухающий) и при дорастании амплиту-
ды до нелинейной его «обычные» гармоники, а при
очень сильных возмущениях — и нелинейные на по-
ловине частоты, резонирующие с «накачкой», рис. 6.
Далее возбуждаются нелинейные дискретные каска-
ды (не путать с турбулентными) на разных гармони-
ках различных резонансов [8,16]. В спектрах мощно-
сти также появляются максимумы при совпадении
частот нескольких резонансов разной природы или
имеющих разные масштабы области возбуждения (и
в результате, приобретающие нелинейные амплиту-
ды). На частотах в десятки мГц дискретный кас-
кад размывается и превращается в непрерывный (за
счет расширения и перекрытия резонансов в среде
с высоким уровнем флуктуаций [8]). Его обычно и
считают турбулентным.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Упрощенная мембранная неустойчивость (МН),
а также элементарные времяпролетные оценки для
резонансной волны дают неплохое совпадение с экс-
периментом вблизи подсолнечной точки и позво-
ляет объяснить (качественно) структуру спектров
мощности потока плазмы одновременно на разных
участках погранслоев у МП, а также связать их с
би-спектральными максимами. МН объясняет резо-
нансы на частотах 0.05–0.5 мГц, несмотря на ограни-
чения модели плоской мембраны. Рисунок 3h в [7] и
рис. 1–3 демонстрируют сжимаемость резонансных
волн у МП (ср. [11]), что означает невозможность
возбуждения резонансов МП одними альвеновски-
ми модами [1–3]. Мы предполагаем — как общий
принцип — совпадение частот разных гармоник раз-
ных резонансов и рост их амплитуд до нелинейных
уровней как условие усиления спектральных и би-
спектральных пиков у МП и их распространения в
ионосферу («множественные резонансы»).

В противоположность одному из предположений
[10] мы демонстрируем не только наличие резонан-
сов у МП, но и регистрацию каскадного нелинейного
распада и взаимодействия множественных нелиней-
ных гармоник под МП, который обеспечивает воз-
можность возбуждения магнитосферных резонан-
сов на частотах 0.1–25 мГц без изначального точ-
ного совпадения частот с частотами гармоник ли-
нейных резонансов МП и силовых линий. Подоб-
ная связь может быть и между МН, альвеновски-

ми, Kruskal–Schwarzschild и волноводными модами
(«waveguide modes», ср. рис. 2 и [1–9,11,17]). Кроме
того, продемонстрирован процесс нелинейного воз-
буждения альвеновского резонанса магнитных си-
ловых линий [17] сжимаемыми волнами (рис. 2),
включающий в себя нелинейные взаимодействия
и генерацию большей части «магических» гармо-
ник (1).

Наша простая мембранная модель, не являясь
прямо применимой вдали от подсолнечной точки
магнитопаузы, однако, показывает направление
дальнейших исследований — как нужно пытать-
ся упорядочить данные с разных спутников —
и качественно объясняет резонансы вплоть до
0.05–0.5 мГц. Приведен пример возбуждения вол-
новодной моды внутри магнитопаузы, по всей
видимости, нелинейными волнами мембранной
неустойчивости (рис. 2). Четырехволновой нели-
нейный анализ данных — предмет отдельного
исследования.
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Рассматриваются системы многих частиц, содержащихся внутри других частиц (задача 1), а также систе-
мы частиц, отграниченных внутри других частиц, которые, в свою очередь, отграничены внутри третьих
частиц (задача 2). При естественных предположениях о сохраняющихся величинах, таких как общее ко-
личество всех частиц, общей энергии и ряда других, изучается наивероятнейшие распределения частиц
по энергии — истинные (внутренние) и внешние — наблюдаемые. Результаты задач 1 и 2 могут тракто-
ваться как разделение частиц нижнего уровня на сорта с разными распределениями, наблюдаемыми в
разных экспериментах. В одночастичных наблюдениях в полной вероятностной задаче 1 непротиворечи-
вым образом возникает эффективный принцип Паули.

DOI: 10.31857/S0044451021020140

1. ВВЕДЕНИЕ

Известно [1, 2], что система тождественных
неразличимых частиц с дискретным энергетичес-
ким спектром при естественных предположениях
о конечном числе всех частиц и существова-
нии средней энергии частицы дает в качестве
наивероятнейшей экспоненциальную плотность
вероятности распределения1) нахождения частицы
в определенном i-м энергетическом состоянии εi
вида

W (εi) =
1

τ
e−εi/τ ,

где τ — нормировочный коэффициент, имеющий
смысл некоторой средней энергии или эффективной
температуры системы частиц. Статистические ха-

* E-mail: slon@kapella.gpi.ru
1) Далее для простоты мы будем именовать функции плот-

ности вероятности распределения функциями распределения
и просто распределением. Отметим также, что реально в ра-
боте под частицей понимается энергетическое состояние сис-
темы, более точно — какая-нибудь наблюдаемая характери-
стика, определяемая этим состоянием — дипольный момент,
магнитный момент, и т. д., см. ниже. По-видимому, рассмот-
рение может быть применено и вовсе не к физическим систе-
мам.

рактеристики конкретных физических систем нахо-
дятся как частные случаи применения этого общего
распределения (распределения Гиббса). Это дости-
гается путем введения ограничений, вытекающих из
физических свойств рассматриваемых систем. На-
пример, функции распределения для идеальных га-
зов Ферми и Бозе получаются при учете перестано-
вочной симметрии частиц. Назовем этот результат
«задачей 0». Термодинамические величины и зако-
ны в такой системе бесструктурных частиц хоро-
шо известны. В настоящей работе в качестве кон-
кретных объектов рассматриваются системы, состо-
ящие из неразличимых частиц, имеющих внутрен-
нюю структуру.

Такие более сложные системы, состоящие из
неразличимых частиц, имеющих внутреннюю
структуру, во-первых, модифицируют термоди-
намические соотношения, как, например, это
происходит для плазмы [3], так и приводят к
новым эффектам типа «отрицательного трения» [4]
(такие частицы часто именуются «активными»).
Поэтому естественно возникает вопрос, что будет
происходить с распределениями частиц по энергии,
если определенные группы частиц отграничены
от других, или одни частицы (назовем их части-
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цами верхнего уровня) содержат другие (нижнего
уровня, также неразличимые). Здесь термин «от-
граничение» представляется наиболее адекватным
для последующего анализа поведения иерархиче-
ских систем частиц, аналогичным раскладыванию
по коробкам (и отдельных коробок по еще большим
коробкам, как в задаче 2, см. ниже), как это было
сделано в работах [1, 2].

Эта задача также рассматривалась (см., напри-
мер, [1]). При дополнительном предположении об
a priori разном количестве частиц нижнего уров-
ня внутри частиц верхнего уровня, наивероятней-
шее распределение дается большим каноническим
ансамблем. Условие тождественности частиц верх-
него уровня здесь не ставится. Назовем это «задачей
0′». Дело не обязательно ограничивается частицами
и распределениями по энергии – можно рассматри-
вать, например, системы, имеющие внутри опреде-
ленные структуры, которые оказывают влияние на
внешние проявления системы, в этом случае роль
«распределения по энергии» частиц нижнего уров-
ня играет распределение по какому-то свойству (или
признаку) системы нижнего уровня.

Естественным является переход к задаче с уче-
том наблюдаемой неразличимости частиц верхнего
уровня, назовем это «задачей 1». Здесь следует най-
ти наивероятнейшие распределения частиц нижне-
го уровня по энергии. Нельзя исключить, что таких
распределений может быть несколько. Во-первых,
это «истинные» распределения по энергии частиц
нижнего уровня в одной частице верхнего уровня.
Следует при этом выяснить, являются ли они на-
блюдаемыми, и если да, то в каких экспериментах.
Во-вторых, какие распределения будут наблюдае-
мыми, и в чем их отличие от истинных. Естествен-
ным пределом задачи 1 при наличии внутри части-
цы верхнего уровня только одной частицы нижнего
является (при определенных условиях) задача 0.

Постановка задачи может быть и более сложной,
когда частицы имеют внутреннюю структуру в ви-
де других частиц, которые, в свою очередь, содер-
жат внутри себя еще и третьи частицы, это можно
назвать задачей 2. Здесь также следует определить
истинные и наблюдаемые наивероятнейшие распре-
деления частиц нижнего уровня по энергии. Доста-
точно общепринятым является представление о час-
тицах, заключенных в коробки (см., например, [1]),
или в коробки с перегородками [2]. Последние мо-
гут быть заключены в некоторые внешние коробки,
тогда получается задача 2. Очевидные примеры за-
дачи 2 (отнюдь не только физические) легко опре-
делит читатель.

Решение задачи 1 подсказывает комбинаторная
проблема о количестве комбинаций при распреде-
лении одинаковых предметов по группам. Решение
задачи 2 будет приведено далее.

2. ЗАДАЧА 1

Пусть имеется набор (mi) частиц верхнего уров-
ня таких, что в m1 таких неразличимых частицах
содержится по p1 частиц нижнего уровня2), в m2 —
по p2, и т. д. вплоть доN -й частицы нижнего уровня.
Здесь n — общее количество различных расстановок
частиц нижнего уровня по частицам верхнего уров-
ня. Полное количество N частиц нижнего уровня

N =

n∑
i=1

mipi (1)

распределено всего по M частицам верхнего уровня

M =

n∑
i=1

mi. (2)

При этом общее количество перестановок всех час-
тиц нижнего уровня по всем частицам верхнего
уровня есть W10 [5]:

W10 =
N !

n∏
i=1

(pi!)
mi

, (3)

а при условии упомянутой неразличимости частиц
верхнего уровня

W11 =
N !

n∏
i=1

(pi!)
mi

n∏
i=1

(mi!)

. (4)

Обычно пользуются выражением lnW11:

lnW11 = lnN !−
n∑
i=1

miln(pi!)−
n∑
i=1

ln(mi!). (5)

Заметим, что, если здесь mi≡1, то для задачи вы-
числения наивероятнейшего распределения, опреде-
ляемого условиями (1), (2), (4), мы имеем формули-
ровку, аналогичную формулировке задачи 03).

2) Если вместо «частиц верхнего уровня» читать «связок»,
вместо «частиц нижнего уровня» читать «грибов», то полу-
чится формулировка задачи о сушке грибов [5], или задача о
циклических перестановках [6].

3) Если в задаче о получении большого канонического ан-
самбля допустить варьирование N , то ее можно свести к за-
даче 1. Это не было сделано (см., например, [6]).
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Пусть каждая частица нижнего уровня может
находиться в состоянии с какой-то энергией εi.
Для отыскания наивероятнейшего распределения по
этим энергиям при произвольномmi следует учесть,
что, кроме выражения (3) или (4), и связей (1) и (2)
еще имеются условия конечности полной энергии
всей системы частиц

E =

n∑
i=1

mipiεi, (6)

которое практически означает, что существует сред-
няя «энергия» одной частицы нижнего уровня 〈ε〉.

Решим задачу 1. Для этого сначала образуем ва-
риацию от выражения (5) с учетом простейших свя-
зей (1), (2) и (6). Для этого в уравнение (5) надо
в правую часть добавить члены αN + βM + γE с
лагранжевыми множителями α, β, и γ:

lnW1 = lnN !−
n∑
i=1

miln(pi!)−
n∑
i=1

ln(mi!)+

+ α

n∑
i=1

mipi + β

n∑
i=1

mi + γ

n∑
i=1

mipiεi. (7)

Используем также первое приближение формулы
Стирлинга по m! и p!, и проведем варьирование по
δpi и δmi. Тогда получим для вариации наивероят-
нейшего распределения lnW1:

δ lnW1 =

n∑
i=1

[−(δmi)pi(ln pi − 1)−

− (δpi)mi ln pi−(δmi) lnmi+β(δmi)+α(δmi)pi+

+ αmi(δpi) + γ(δmi)piεi + γ(δpi)miεi] = 0. (8)

Соберем члены при независимых вариациях δpi и
δmi. Для первой вариации, сократив все слагаемые
на ненулевые величины δpi и mi, получим первое
уравнение системы:

ln pi = α+ γεi. (9)

Для второй вариации, сократив на ненулевую вели-
чину δmi и использовав уравнение (9), получим

lnmi = β + pi. (10)

Уравнения (9) и (10) дают решение задачи 1.
Решение уравнения (9) точно соответствует

обычному распределению Гиббса (см. Введение,
[1, 2]) и решению задачи 0. Отличия же от решения
задачи 0′ заключаются в том, что в задаче 0′ не
осуществляется варьирование по числу частиц
верхнего уровня. Решения системы (9) и (10)
очевидны:

pi = eα+γεi (11)

и, в свою очередь,

mi = eβ+pi . (12)

Таким образом, истинная функция наивероятней-
шего распределения частиц нижнего уровня по
энергии оказывается точно такой же, как и наиве-
роятнейшая функция распределения в задаче 0 —
это вероятность найти частицы нижнего уровня в
энергетическом состоянии εi.

Однако эта функция не является прямо наблю-
даемой и прямо измеримой. Для того чтобы изме-
рить эту функцию распределения, следует иметь
прибор, измеряющий pi в зависимости от εi. Сделать
это в какой-то одной определенной частице верхне-
го уровня нельзя в силу неразличимости частиц mi.
Какие функции будут наблюдаемыми? Для выясне-
ния этого перепишем систему (9) и (10), образовав
простейшие линейные комбинации уравнений

ln pi ± lnmi = α± β + γεi ± pi =

= α± β + γεi ± eα+γεi, (13)

где мы воспользовались выражением (11). Таким
образом, рассматриваться должны две функции —
pimi и pi/mi, которые являются решениями систе-
мы (9) и (10).

Для дальнейшего анализа нужно определить
константы в (9) и (10). Определим константу β. Ве-
личина mi изменяется от некоторого положительно-
го значения eβ+e

α

при εi = 0 до eβ при εi → ∞. При
больших εi ввиду очевидной отрицательности γ

ee
α+γεi � 1 + eα+γεi (14)

По смыслу задачи при больших энергиях частицы
нижнего уровня вряд ли может быть много частиц
верхнего уровня, содержащих такую энергичную ча-
стицу нижнего уровня, и естественным образом для
задачи 1 можно положить, что β = 0 при εi → ∞, и
mi стремится к 1 при εi → ∞, т. е. β = 0.

Очевидно, что функция pimi потенциально
должна наблюдаться, поскольку она описывает
распределение числа частиц (1). Эта функция зна-
чительно отличается от pi (см. рис. 1, определения
функций 1–4 на этом рисунке см. ниже):

pimi = eα+γεiee
α+γεi

. (15)

Нормированная функция этого распределения

(pimi)norm = |γ|e
α+γεiee

α+γεi

eeα − 1
, (16)
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Рис. 1. Нормированные функции распределения pimi

(штриховые кривые 1 и 2) и pi/mi (штрихпунктирные кри-
вые 3 и 4) при различных параметрах нормировки α (для
кривых 1 и 4 α = 3, для кривых 2 и 3 α = 0.5, приня-
то |γ| = 1), а также pi = |γ|eγεi (сплошная прямая 5).

Полулогарифмический масштаб

для α/|γ| = 0.5, 3 и кривых 1, 2 приведена на рис. 1
в виде штриховых кривых. При увеличении α/|γ|,
т. е. например при уменьшении температуры при по-
стоянном α, значение функции (16) в нуле по срав-
нению с прямой 5 резко возрастает, а асимптотиче-
ское при умеренных и больших εi — очень сильно
падает (см. рис. 1). Таким образом, распределение
pimi (или (pimi)norm) описывает, по-видимому, кон-
денсацию частиц нижнего уровня при малых энер-
гиях, которая оказывается очень значительной при
низких эффективных температурах (далее эффек-
тивную температуру будем именовать температу-
рой для краткости). Наблюдаемость этой функции
лучше всего реализуется в многочастичных эффек-
тах типа фазовых переходов, когда «все» частицы
(верхнего уровня) участвуют в процессе. Здесь ситу-
ация не зависит качественно от величины α. Следу-
ет, тем не менее, обратить внимание на значительное
уменьшение pimi при умеренных значениях энергии
в сравнении с функцией pi (на несколько порядков)
уже при умеренных α. Для восстановления истин-
ного распределения pi по pimi и pi/mi следует при-
бегнуть к процедуре мультипликативного среднего
(среднего геометрического): pi =

√
(pimi)(pi/mi),

что относительно несложно может быть реализова-
но в том числе экспериментально.

Вторая функция, являющаяся решением (13) —
функция pi/mi — это распределение pi в расчете на
одну частицу верхнего уровня из набораmi, она так-
же представлена на рис. 1. Условия ее наблюдения
очевидно отличаются от pimi. По-видимому, наибо-
лее близкими по смыслу будут одночастичные изме-
рения энергетических спектров (в широком смысле
спектроскопические наблюдения).

Рассмотрим распределение частиц нижнего
уровня по энергиям в «среднем» на одну частицу
верхнего уровня pi/mi:

pi
mi

= eα+γεie−e
α+γεi

. (17)

Здесь очевидно, что γ имеет смысл некоторой «об-
ратной температуры» системы; нормировка на 1
распределения (17) дает множитель |γ|/(1 − e−e

α

),
что уже при умеренном и тем более большом α прак-
тически совпадает с |γ|. Функция (17) достигает
максимума при εi = α/|γ|, а поскольку α является
лагранжевым множителем при полном числе час-
тиц (1), модельный «физический» смысл α (а точ-
нее, α/|γ|) может состоять в том, что это химиче-
ский потенциал частиц нижнего уровня μ, а α =

= |γ|μ. Заметим, что плотность вероятности (17)
совпадает с плотностью вероятности распределения
Гумбеля (типа I) [7].

Если продвинуться к физическим приложениям
рассматриваемой задачи 1, то, по-видимому, функ-
ции распределения (15) и (17) (а также нормирован-
ные функции распределения и функции распределе-
ния, возникающие в Задаче 2) следует понимать как
распределение Гиббса (так как везде наличеству-
ет гиббсов фактор eγεi), возникающее в системах
с определенным взаимодействием — отграничением,
неразличимостью частиц всех уровней и связанной
с этим иерархией. Такое взаимодействие приводит к
появлению дополнительного фактора в (15) и (17),
а также в функциях распределения, возникающих в
Задаче 2. Этот фактор может быть отнесен на со-
ответствующий термодинамический потенциал (см.
[1, 2])4).

Для удобства расчетов приведем нормированное
на 1 распределение pi/mi:(

pi
mi

)
norm

=
|γ|

1− e−eα
eα+γεi

ee
α+γεi

. (18)

4) Прозрачный способ получения функций распределений
в зависимости от определенного потенциала взаимодействия
частиц, не такой, как в предлагаемой статье, рассмотрен, на-
пример, в работах [8, 9].

11 ЖЭТФ, вып. 2
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Рис. 2. Нормированные на 1 функции от εi плотности веро-
ятности нормированного распределения (pi/mi)norm (18)
при α = 0.5, 3, 7 (штриховые кривые 1–3 соответственно).
Сплошная кривая — распределение |γ|e(γεi). Равномерный

масштаб |γ| принята равной 1

Рис. 3. Нормированные на 1 функции от εi плотности веро-
ятности нормированного распределения (pi/mi)norm (18)
при α = 0.5, 3, 7. Для штриховых кривых 1–3 |γ| = 0.5, для

сплошных кривых 4–6 |γ| = 5. Равномерный масштаб

На рис. 2 приведена функция (18) для нескольких
значений α. Вместе с возрастанием α (кривые 1–3
соответственно) нормировочный множитель в (18)
стремится к 1, и распределение (pi/mi)norm просто
транслируется вдоль оси абсцисс в неизменном виде.

Зависимость (18) от коэффициента |γ|, т. е. от
некоторой эффективной температуры, представле-

Рис. 4. Функции (pi/mi)norm (штриховые кривые) с α от
0.5 до 5 (через 0.5), а также сплошная кривая, представля-
ющая сумму всех этих (pi/mi)norm. На вставке в полуло-
гарифмическом масштабе приведены значения этих функ-
ций для больших аргументов — видна экспоненциальная

асимптотика суммарной функции. Принято |γ| = 1

на на рис. 3. Видно значительное «сужение» макси-
мумов (18) при увеличении |γ|, т. е. при уменьшении
эффективной температуры. Рисунки 2 и 3 показы-
вают, что распределение (17) (и (18)) имеет выра-
женный максимум распределения, совпадающий с
величиной химического потенциала εi = μ = α/|γ|.
Это означает, что при измерениях «на одну части-
цу» верхнего уровня частицы нижнего уровня мо-
гут присоединяться к (или отсоединяться от) части-
це верхнего уровня только в энергетические состоя-
ния, близкие μ. При понижении температуры шири-
на функции распределения уменьшается, и при ма-
лых температурах функция распределения может
стать настолько узкой, что в это состояние «помес-
тится» уже не более одной частицы нижнего уровня.

Закономерен вопрос, в какие состояния уходят
остальные частицы нижнего уровня. На рис. 4 изоб-
ражена модельная ситуация, где присутствует ан-
самбль частиц верхнего уровня с разными α (разны-
ми химическими потенциалами для частиц нижнего
уровня).

В этом случае остальные частицы нижнего уров-
ня разместятся в энергетических состояниях соот-
ветствующих распределений (штриховые кривые на
рис. 4) с одинаковыми максимумами. При плотном
распределении с αmin < α < αmax (αmin может
быть и нулем) суммарное распределение (сплошная
кривая на рис. 4) по энергии в этом случае будет
выглядеть как постоянное до ε < αmax/|γ|, а за-
тем экспоненциально убывать (см. врезку рис. 4).
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Такое суммарное распределение будет практически
полностью совпадать с распределением Ферми с μ =

= μmax = αmax/|γ|. Этот результат наиболее оче-
видно следует трактовать как проявление некото-
рого эффективного принципа Паули.

Для этого же вполне можно ограничиться, не
прибегая к сложным построениям рис. 4, тем сооб-
ражением, что при одночастичных измерениях со-
стояния системы частиц всегда будет детектиро-
ваться некоторая энергия частицы нижнего уровня,
причем при малых температурах частиц эта энергия
может быть единственной — остальные значения мо-
гут просто не попасть «внутрь» кривых 1–3 рис. 3 в
силу расстояния между уровнями дискретного энер-
гетического спектра. Таким образом, одному энерге-
тическому состоянию будет соответствовать только
одна частица: это также можно истолковать как осу-
ществление эффективного принципа Паули.

3. ЗАДАЧА 2

Как указывалось во Введении, возможна поста-
новка задачи о распределении по энергиям час-
тиц нижнего уровня, содержащихся в наборе час-
тиц среднего уровня, которые, в свою очередь, со-
держатся в наборе частиц верхнего уровня. На всех
трех уровнях частицы являются неразличимыми5).
Обозначим количество частиц нижнего уровня, со-
держащихся в частице среднего уровня, через pi,
количество частиц среднего уровня с таким коли-
чеством частиц нижнего уровня в частицах средне-
го уровня mi, и количество частиц верхнего уровня,
в которые сложены частицы среднего уровня в ко-
личестве mi, через ti. В этом случае полное коли-
чество расстановок частиц нижнего уровня по всем
частицам среднего уровня, и последних по частицам
верхнего уровня запишется как

W21 =
N !

n∏
i=1

(pi!)
miti

n∏
i=1

(mi!)
ti

n∏
i=1

(ti!)

. (19)

Здесь n — снова полное число различных расстано-
вок частиц нижнего уровня по частицам среднего
уровня, а тех — по частицам верхнего уровня. Есте-

5) На языке обобщенной «задачи о сушке грибов» это бу-
дет подсчет распределения длин связок грибов, которые, в
свою очередь, объединены в пучки разной величины. Нераз-
личимыми теперь являются не только связки, но и пучки, не
говоря уже о самих грибах.

ственно определяются теперь общее количество час-
тиц нижнего уровня

N =

n∑
i=1

mipiti, (20)

общее количество частиц среднего уровня

M =

n∑
i=1

miti (21)

и общее количество частиц верхнего уровня

T =

n∑
i=1

ti. (22)

Выражение для полной энергии соответствует

E =

n∑
i=1

mipitiεi. (23)

По общему правилу образуем логарифм от этого ко-
личества расстановок

lnW21 = lnN !−
n∑
i=1

mitiln(pi!)−

−
n∑
i=1

tiln(mi!)−
n∑
i=1

ln(ti!). (24)

Соответственно, варьироваться должна величина
(24) с наложенными связями (20)–(23) с необходи-
мыми множителями Лагранжа α, β, γ,Δ, аналогич-
ная (7):

lnW2 = lnW21 + αN + βM + γE +ΔT. (25)

Переменные варьирования теперь pi, mi, ti. При ва-
рьировании по pi получаем первое уравнение, точно
совпадающее с уравнением (7) (и с решением зада-
чи 0):

ln pi = α+ γεi. (26)

Варьируя (25) по mi и используя (26), имеем урав-
нение, точно совпадающее с уравнением (10):

lnmi = β + pi. (27)

Наконец, варьируя (25) по ti и используя (26) и (27),
имеем третье уравнение задачи 2:

ln ti = Δ+mi. (28)

Сделаем некоторые замечания относительно вели-
чин β и Δ. Последняя входит во все выражения
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как простой множитель, т. е. нужна только в слу-
чае какой-то специальной нормировки, в первом же
приближении ее можно считать равной нулю, хотя
естественным было бы Δ = −1, тогда ti стремилась
бы к 1 при εi → ∞ (см. выше).

Величину β в задаче 2 в первом приближении
можно считать совпадающей с β из задачи 1, т. е.
тоже равной нулю. Анализ показывает, что нерав-
ная нулю β меняет вид распределений задачи 2, но
только количественно. Она может описывать опре-
деленное число частиц нижнего уровня в частице
среднего (верхнего в задаче 1) уровня, существую-
щее при больших энергиях. Более полное выяснение
физического смысла β 	= 0 есть предмет отдельной
работы.

Создадим, как в задаче 1, простейшую линей-
ную комбинацию уравнений (26)–(28) и воспользу-
емся их решениями. Получим

ln pi ± lnmi ± ln ti = α± β ±Δ+ γεi±
± eα+γεi ± eβ+e

α+γεi
. (29)

По аналогии с задачей 1, решениями (29) и функ-
циями распределения теперь являются выражения
pi/miti, pimi/ti, pimiti, а также piti/mi. Третья
функция описывает рассмотренные многочастич-
ные измерения с эффектом конденсации частиц при
малых энергиях, еще более сильной, чем аналогич-
ная конденсация в задаче 1. Первые же два соотно-
шения описывают некоторые, измеренные либо на
одну частицу среднего уровня, либо на одну частицу
верхнего уровня, функции, имеющие выраженный
максимум. Теперь, однако, этот максимум не сов-
падает с величиной α, а превышает ее: для pi/miti
примерно на 1 в условиях рис. 5 (соответствует при-
метно одной единице эффективной температуры), и
на 0.2 (соответствует приметно 0.2 единиц эффек-
тивной температуры) для pimi/ti.

Нормированные распределения суть(
pimi

ti

)
norm

=
|γ|

1/e− e−ee
α

eα+γεiee
α+γεi

eee
α+γεi

(30)

и (
pi
miti

)
norm

=

=
|γ|

1/e− E1(ee
α) + E1(1)− eeαe−ee

α ×

× eα+γεie−e
α+γεi

eee
α+γεi

, (31)

где E1(x) — интегральная показательная функция,
изображены на рис. 5 (кривые 3 и 4 для (30) и 5

Рис. 5. Нормированные на 1 функции от εi плотности ве-
роятности распределения pi/miti (кривая 5 для α = 1 и
кривая 6 для α = 5), pimi/ti (кривая 3 для α = 1 и кри-
вая 4 для α = 5). Для сравнения приведены распределе-
ния (18) (кривая 1 для α = 1 и кривая 2 для α = 5).

Равномерный масштаб, |γ| принята равной 1

и 6 для (31)). Так же, как и для задачи 1, функ-
ции (30) и (31) являются некоторыми измеренны-
ми на одну частицу верхнего уровня «средними»
функциями. На рис. 6 представлено поведение нор-
мированных распределений (30), (31) в зависимо-
сти от эффективной температуры, кривые 1 и 3 —
для сравнительно более малой температуры |γ| =

= 5, кривые 2 и 4 — для большей |γ| = 0.5.
Видно превышение абсцисс максимумов распреде-
лений (30), (31) над величиной химического потен-
циала. Истинная функция распределения pi опять
выражается через среднее геометрическое наблюда-
емых pi = 4

√
(pi/miti)(pimi/ti)(pimiti)(piti/mi).

4. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Результаты задач 1 и 2 можно интерпретировать
как зависящие от способа наблюдения. Все наблю-
дения в спектроскопических экспериментах (не обя-
зательно оптических, вообще большинства измере-
ний спектров энергии) дают некоторые отнесенные
к одной частице верхнего уровня функции распре-
деления. Основным результатом задачи 1 является
обнаружение максимума распределения частиц по
энергиям при одночастичном наблюдении. В самом
простом подходе к описанию этот максимум сов-
падает с химическим потенциалом частиц нижнего
уровня в частицах верхнего уровня — энергией при-
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Рис. 6. Нормированные на 1 функции от εi плотности ве-
роятности распределения (pimi/ti)norm (30) при α = 1,
для сплошной кривой 1 |γ| = 5, для сплошной кривой 2
|γ| = 0.5. Вероятности нормированного распределения
(pi/miti)norm (31) при α = 1, для штриховой кривой 3

|γ| = 5, для штриховой кривой 4 |γ| = 0.5

соединения/отсоединения частицы нижнего уровня
от остальных таких частиц в частице верхнего уров-
ня. При этом простом подходе все частицы нижне-
го уровня с энергиями меньше химического потен-
циала должны интерпретироваться как связанные.
Отношение доли связанных состояний к несвязан-
ным состояниям в общем количестве всех состояний
частиц нижнего уровня описывается соотношением
(1 − e1−e

α

)/(e− 1).

Как уже указывалось, при малых эффективных
температурах функция плотности вероятности най-
ти частицу нижнего уровня в одночастичном изме-
рении в состоянии εi имеет очень узкий максимум
(см. рис. 3). Это значит, что при определенной малой
(и еще меньшей) температуре это состояние занима-
ет не более одной частицы. Подобный результат мо-
жет быть истолкован как реализация эффективно-
го принципа Паули — когда одно энергетическое со-
стояние занимает одна частица определенного сор-
та, соответствующая знаку «−» в левой части (13).
Некоторая модификация задачи 1, в которой воз-
никает набор функций pi/mi с различными α, при-
водит при суммировании этих функций к функции,
практически точно совпадающей с распределением
Ферми. Это еще одна возможная реализация эффек-
тивного принципа Паули, появляющаяся в результа-
те решения задачи 1.

Поведение другой наблюдаемой функции зада-
чи 1, pimi, также определяется температурой. Уже
при умеренных значениях α � 6 доля частиц нор-
мированного распределения (13) с энергиями боль-
шими соответствующего значения химического по-
тенциала 10−180, т. е. таких (свободных?) частиц,
весьма вероятно нет во всей Вселенной. Вообще на-
ивная интерпретация результатов задачи 1 с двумя
функциями распределения, pimi и pi/mi, состоит в
том, что мы имеем дело с частицами двух сортов —
псевдобозонов для первой функции (так как она да-
ет конденсацию в низкоэнергетических состояниях
при малой температуре), и псевдофермионов (так
как при малых температурах одно энергетическое
состояние занимает одна такая частица).

Такая же интерпретация результатов задачи 2
приводит к 4 сортам частиц. Псевдобозоны с еще
более выраженным эффектом конденсации описы-
ваются функцией pimiti, частиц с энергиями боль-
шими химического потенциала здесь нет вовсе. По-
хожие результаты дает функция piti/mi, но эф-
фект конденсации в ней выражен меньше. Напро-
тив, частицы верхнего уровня, описываемые функ-
циями pi/miti, pimi/ti, в основном содержат час-
тицы нижнего уровня в энергетических состояниях
выше химического потенциала. Простейшая интер-
претация этого — они не связаны в частицах сред-
него уровня, но связаны и «обобщены» в частицах
верхнего уровня.

Несомненно, распределение по энергетическим
уровням полной системы, объединяющей частицы
всех уровней, подчиняется распределению Гиббса.
Однако, как отмечалось выше, эти вероятности —
совсем не те величины, которые наблюдаются в
реальных экспериментах. Наблюдаемые характери-
стики системы — дипольный момент, магнитный мо-
мент, момент инерции или, возможно, в ряде слу-
чаев, частота излучения — как раз и определяются
распределениями высшего уровня, рассмотренными
в данной работе. Очевидно, что это коллективные
характеристики, и говорить о «чистых» бозонах или
фермионах не следует. С другой стороны, ферми-
подобные функции распределения возникают в ста-
тистической физике вполне классических систем с
большим числом локальных минимумов энергии, са-
мая известная — это так называемая KPZ (струна
на случайном рельефе), сводящаяся к уравнению
Бюргерса со случайным шумом, в которой возни-
кает нечто вроде ударных волн в пространстве ве-
роятностей. Проследить за явным возникновением
такой функции можно в работе [10].
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Изучаются нестационарные внутренние течения в лежащей на нагретой подложке капле капиллярного
размера, испаряющейся в режиме пиннинга контактной линии. Проведено трехмерное моделирование
внутренних течений в испаряющихся каплях этанола и силиконового масла. Показано, что для описания
потоков Марангони необходимо учитывать диффузию паров в воздухе, теплопередачу во всех трех фазах
и тепловое излучение. Уравнения были решены численно методом конечных элементов с использовани-
ем программного обеспечения ANSYS Fluent. В результате проведенных вычислений получено нестаци-
онарное поведение неустойчивостей Бенара –Марангони (БМ). На первом этапе появляется цветочная
структура ячеек БМ вблизи контактной линии. Для меньших контактных углов ячейки увеличиваются
и занимают центральную область поверхности капли. Полученные результаты тесно связаны с недавни-
ми экспериментальными и теоретическими исследованиями и помогают проанализировать и разрешить
связанные с этим вопросы.

DOI: 10.31857/S0044451021020152

1. ВВЕДЕНИЕ

Вопросы испарения капель привлекли значи-
тельное внимание не только с теоретической точ-
ки зрения, но и в связи с развитием новых прило-
жений, таких как образование структур на поверх-
ностях, подготовка сверхчистых поверхностей, на-
несение микроматриц молекул ДНК и РНК, крис-
таллография белков, сгорание капель топлива в
двигателе, диагностика заболеваний, разработка со-
временных методов печати для струйных принте-
ров, производство новых электронных и оптических
устройств и др. [1–6].

Неоднородный тепломассоперенос при испаре-
нии капли имеет решающее влияние на кинетику ис-
парения. В частности, он приводит к изменению рас-
пределения температуры вдоль поверхности капли
и может вызывать термокапиллярную конвекцию в

* E-mail: barash@itp.ac.ru

капле из-за зависящего от температуры поверхност-
ного натяжения. Осесимметричные потоки Маран-
гони можно наблюдать при комнатной температуре
и атмосферном давлении [7–10].

Термокапиллярный поток жидкости с нарушен-
ной осевой симметрией может самопроизвольно воз-
никать внутри сильно нагретой капли с интенсив-
ным испарением и достаточно высокой скоростью
жидкости. В нагретой капле неустойчивость Ма-
рангони, возникающая из-за неоднородного распре-
деления температуры, может приводить к движе-
ниям жидкости, таким как продольные рулоны и
гидротермальные волны (ГТВ), что было впервые
продемонстрировано в [11] и подтверждено в мно-
гочисленных последующих исследованиях [12–19].
ГТВ — это распространяющиеся в жидкости перио-
дические во времени волны, вызванные неустойчи-
востями в стационарной конвекции Марангони. ГТВ
были первоначально предсказаны для жидкого слоя
на твердой пластине Смитом и Дэвисом [20,21], а за-
тем наблюдались в [22,23]. Согласно Смиту и Дэви-
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су [20,21], возбуждение распространяется перпенди-
кулярно градиенту повехностной температуры при
малых числах Прандтля и в направлении против те-
чения при больших числах Прандтля [20, 21]. Для
плоского слоя жидкости ГТВ и конвекция Бена-
ра –Марангони (БМ) обычно происходят при каче-
ственно разных условиях. В то время как эффект
БМ становится более выраженным с увеличением
вертикального градиента температуры в плоских
пленках, появление ГТВ связано с горизонтальным
градиентом температуры (например, они могут воз-
никать при боковом нагреве). В случае испарения
лежащих капель конкуренция между ГТВ и конвек-
цией БM более сложная.

Первоначально ГТВ в каплях были идентифици-
рованы Сефианом и др. в 2008 г. [11] при исследова-
нии испарения лежащих капель этанола, метанола,
воды и флюоринерта FC-72. Позднее были опубли-
кованы более подробные наблюдения ГТВ для ка-
пель этанола на четырех разных подложках с раз-
личной теплопроводностью [12]. ГТВ, движущиеся
в азимутальном направлении, наблюдались для ле-
тучих капель этанола и метанола. Для FC-72 кон-
вективные ячейки возникали около вершины капли
и двигались к контактной линии. Было обнаружено,
что количество волн возрастает с увеличением теп-
лопроводности подложки и ее температуры и убыва-
ет с уменьшением высоты капли. В то же время гид-
ротермальная неустойчивость в испаряющихся кап-
лях воды не была обнаружена.

В работе [13] в каплях метанола, этанола и FC-72
на подложке из политетрафторэтилена выделены
три стадии процесса испарения с термоконвектив-
ными неустойчивостями: нагрев капли (которая по-
чти достигает температуры подложки), испарение
с термоконвективными неустойчивостями (тепловой
поток на этом этапе максимален) и испарение без
термоконвективных структур (капля на этом этапе
больше похожа на пленку). Основная фаза характе-
ризуется наличием конвективных ячеек, а движение
ячеек связано с разностью температур между нагре-
той подложкой и температурой окружающей среды.
Временная эволюция ГТВ была также описана по-
средством одновременных наблюдений потоков теп-
ла и жидкости в испаряющейся капле этанола на
нагретой подложке [14]. Было продемонстрировано,
что ГТВ, распространяющиеся в азимутальном на-
правлении в капле этанола, имеют место как в усло-
виях нормальной силы тяжести, так и в условиях
микрогравитации, так что влияние гравитации на
поведение ГТВ невелико [15].

Сефиан и др. [16] продемонстрировали, что ГТВ
в каплях FC-72 представляют собой волны, которые
распространяются по всему объему капли. Кроме
того, в работе [16] было изучено влияние ГТВ на
теплопередачу в твердой подложке и на простран-
ственное распределение скорости испарения. Осо-
бый вид ГТВ был определен Карапецасом и др.
в [17], где наблюдались трехмерные спиралевидные
периодические во времени бегущие волны, организо-
ванные радиально и однородные по азимутальному
углу. Ши и др. [24] определили критические числа
Марангони для возникновения неустойчивости Ма-
рангони в лежащей на нагретой подложке капле с
низкой летучестью с помощью серии расчетов трех-
мерного компьютерного моделирования.

Новые особенности рассматриваемой проблемы
были выявлены Семеновым и др. [25], они обнару-
жили, что ячеистые структуры, найденные в кап-
ле с большим числом Прандтля, представляют со-
бой ячеистую структуру БM, а не ГТВ. Авторы на-
блюдали неустойчивость Марангони в капле этано-
ла капиллярного размера на нагретой подложке с
высокой теплопроводностью. Они также выполнили
численное моделирование при помощи односторон-
ней модели, описанной в [26], где учтены, в частно-
сти, нестационарное испарение в диффузионной мо-
дели для неизотермической лежащей капли в режи-
ме пиннинга контактной линии и стефановское тече-
ние в газе. Структуры, полученные при помощи ре-
шения уравнения теплопроводности в капле и прове-
дения численного моделирования, были в хорошем
согласии с данными эксперимента для контактного
угла θ ≈ 29.3◦. На первом этапе появлялся торо-
идальный рулон, примыкающий к контактной ли-
нии; позже он дестабилизировался и распадался на
несколько трехмерных нестационарных ячеек БМ,
занимающих всю каплю. На третьей стадии ячейки
БМ сносились к контактной линии, где силы Ма-
рангони сильнее, и наблюдалась цветочная структу-
ра примерно с 15 ячейками БМ вдоль окружности,
что соответствует пространственному периоду, при-
мерно в два раза превышающему локальную тол-
щину жидкости. Авторы обнаружили, что количе-
ство ячеек БМ увеличивается с уменьшением высо-
ты капли.

Взаимодействие конвективных ячеек БM и ГТВ
наблюдалось в недавней работе [27] в лежащей лету-
чей капле силиконового масла на медной подложке
в режиме пиннинга контактной линии в широком
диапазоне температур подложки. Когда температу-
ра подложки была выше комнатной, наблюдалась
квазистационарная конвективная ячеистая структу-
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ра БМ, переходящая в осциллирующее состояние
по мере испарения. Когда подложка была холоднее
окружающего воздуха, осциллирующие ячейки БМ
наблюдались, только когда температура подложки
превышала 10.6 ◦C. Размер ячеек становился боль-
ше, а их количество уменьшалось, когда темпера-
тура подложки была выше температуры окружаю-
щего газа. Для температуры подложки, превышаю-
щей 14.3 ◦C, наблюдается сосуществование распро-
страняющихся гидротермальных волн и колебатель-
ной конвекции БM. В статье приведены критические
значения краевого угла, при которых происходит пе-
реход между различными типами конвекции.

В частности, авторы [27] рассмотрели случай,
когда температура подложки на 7.81 ◦C выше тем-
пературы окружающей среды. В этом случае на пер-
вом этапе появляется цветочная структура ячеек
БМ вблизи контактной линии. С уменьшением кон-
тактного угла ячейки увеличивались в размерах и
занимали центральную область поверхности капли
(рис. 4 в [27]).

Качественно похожие цветочные структуры яче-
ек БМ вблизи контактной линии на промежуточной
стадии испарения капли наблюдались в обеих пуб-
ликациях [25, 27]. В то же время пространственные
структуры ячеек БМ при достаточно малых углах
смачивания, которые наблюдались в [27] и численно
получены в [25], существенно различаются. Ожида-
ется сходство результатов, полученных в [25,27], по-
скольку параметры капель, рассматриваемые в двух
статьях, близки друг к другу. Также схожи реле-
вантные физические свойства 0.65 сСт силиконово-
го масла и этанола, и в обеих работах использу-
ются нагретые подложки с высокой теплопроводно-
стью и близкими значениями температуры. Поэто-
му удивительно, что результаты на поздней стадии
испарения капли сильно различаются. Целью насто-
ящей работы является анализ поведения нестацио-
нарных ячеек БМ в лежащих летучих каплях на на-
гретых подложках, включая стадию сравнительно
малых углов смачивания. Также представляет инте-
рес определение основных физических механизмов,
которые ответственны за исследуемое поведение и
должны учитываться при моделировании.

Мы теоретически исследовали структуры
неустойчивости Марангони в испаряющихся ле-
жащих каплях этанола и силиконового масла
для параметров, соответствующих каждому из
экспериментов [25, 27]. На основе трехмерного
численного моделирования описаны потоки жид-
кости и геометрические характеристики структур
БМ в капле. Разработана математическая мо-

дель, которая учитывает теплопередачу во всех
трех фазах, гидродинамику, диффузию паров в
воздухе, стефановское течение в газе и тепловое
излучение. С помощью программного комплекса
конечно-элементного анализа ANSYS Fluent вы-
полнено трехмерное компьютерное моделирование
и получены нестационарные распределения тем-
пературы и поля скоростей в капле. В результате
расчетов мы получили как цветочную структуру
ячеек БМ около контактной линии для достаточно
больших контактных углов, так и структуру, в ко-
торой более крупные ячейки БМ занимают границу
раздела жидкость–газ для меньших контактных
углов.

Статья организована следующим образом. В
разд. 2 описываются математическая модель и ме-
тод численного решения. Значимость различных
физических эффектов для рассматриваемых задач
также анализируется в разд. 2. В разд. 3 представ-
лены результаты и обсуждение. Раздел 4 содержит
заключение.

2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Рассмотрим трехмерную нестационарную зада-
чу для осесимметричной капли, лежащей на нагре-
той твердой подложке. Будем использовать прибли-
жение поверхности капли сферической чашей. Это
приближение допустимо при условии Bo � 1, т. е.
когда влияние гравитации на форму поверхности
мало. Здесь Bo = ρgh0R/(2σ sin θ) — число Бонда,
h0 — высота капли. Мы используем обозначения из
таблицы.

2.1. Диффузия паров в воздухе

Динамика концентрации пара u в окружающей
атмосфере описывается уравнением диффузии

∂u

∂t
= DΔu. (1)

Используются следующие граничные условия:
u = us на поверхности капли, u = 0 вдали от капли,
∂u/∂r = 0 и ∂u/∂z = 0 на осях соответственно r = 0

и z = 0.
Семенов и др. выводят в [26] и используют в [25]

аналитические уравнения для диффузионной мо-
дели нестационарного испарения лежащих капель,
которые согласуются с численными результатами
из [28]. Однако эти нестационарные эффекты ма-
лы на временных масштабах, превышающих время,
необходимое броуновской частице для прохождения
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Таблица. Обозначения и значения параметров, используемые в вычислениях

Обозначение Величина
Единица
измерения

Этанол
0.65 сСт

силиконовое масло

R Радиус контактной линии мм 2.95 2.09

θ Контактный угол градусы 29.2◦, 20◦, 10◦ 28.39◦, 20.49◦, 17.18◦

Ts Температура подложки К 307.05 302.69

Ta Температура окружающего К 297.55 294.88

воздуха
ρ Плотность кг/м3 772.24 760

cp Удельная теплоемкость Дж/(кг·К) 2602.3 2000

k Теплопроводность Вт/(м·К) 0.14 0.1

κ = k/(ρcp) Температуропроводность м2/с 6.97 · 10−8 6.58 · 10−8

kair Теплопроводность воздуха Вт/(м·К) 0.026 0.026

η Динамическая вязкость кг/(м·с) 1.095 · 10−3 4.94 · 10−4

σ Поверхностное натяжение мН/м 2.062 · 10−2 1.54 · 10−2

σT Производная поверхностного Н/(м·К) −8.979 · 10−5 −8 · 10−5

натяжения по температуре
L Удельная теплота Дж/кг 918600 223000

парообразования
D Коэффициент диффузии м2/с 11.81 · 10−6 5.6 · 10−6

паров в воздухе
us Плотность насыщенных паров кг/м3 0.219664 0.469145

ε Коэффициент излучения 0.92 0.91

характерной длины R, т. е. при t � R2/D ≈ 0.7 c, для
рассматриваемых задач. Поэтому кинетику испаре-
ния можно рассматривать как стационарный про-
цесс и использовать квазистационарное приближе-
ние

Δu = 0 (2)

с теми же граничными условиями вместе с прибли-
жением сферической чаши.

Последняя задача математически эквивалентна
задаче об электростатическом потенциале заряжен-
ного проводника, форма которого определяется дву-
мя пересекающимися сферами. Такая задача была
решена аналитически в [29] в тороидальных коорди-
натах. На основе этого аналитическое решение урав-
нения (2) с указанными выше граничными условия-
ми, которое описывает плотность неоднородного по-
тока испарения J(r) с поверхности испаряющейся
капли, было представлено в работе [30] в виде

J(r) = |D∇u| = Dus
R

⎛⎝sin θ

2
+
√
2(x(r)+ cos θ)3/2 ×

×
∞∫
0

ch (θτ)

ch (πτ)
τ th((π − θ)τ)P−1/2+iτ (x(r)) dτ

⎞⎠ , (3)

где

x(r) =
r2 cos θ/R2 +

√
1− r2 sin2 θ/R2

1− r2/R2
(4)

и P−1/2+iτ (x) — полином Лежандра. Выражение (3)
удобно аппроксимировать как [30, 31]

J(r) = J0(θ)

(
1− r2

R2

)−λ(θ)
, (5)

где λ(θ) = 1/2−θ/π. Коэффициент J0(θ) в (5) может
быть найден следующим образом:

J0(θ)

1− Λ(θ)
= J0(π/2)(0.27θ

2 + 1.3), (6)
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Λ(θ) = 0.22(θ − π/4)2 + 0.36, (7)

J0(π/2) =
Dus
R

, (8)

где us — плотность насыщенного пара на свободной
поверхности капли. В работе [31] численно найде-
но, что уравнения (5)–(8) представляют собой весь-
ма точную аппроксимацию решения уравнения (2) с
указанными выше граничными условиями в прибли-
жении сферической чаши. Это было подтвержде-
но для широкого диапазона углов смачивания. При
этом точность аппроксимации не зависит от таких
параметров, какD и R. По этой причине мы исполь-
зуем уравнения (5)–(8) при моделировании.

Давление насыщенного пара определяется урав-
нением Антуана (с ps [Па] и T [K]):

log10 ps (T ) = A− B

C + T
, (9)

где A, B, C — эмпирические константы. Мы исполь-
зуем A = 10.247, B = 1599.039, C = −46.391 для
этанола [32] и A = 9.418, B = 1509, C = −31.55 для
0.65 сСт силиконового масла [18].

Концентрация пара us на поверхности капли рас-
считывается по закону идеального газа и определя-
ется по формуле

us (T ) =
Mps (T )

R̄T
, (10)

где R̄ — универсальная газовая постоянная, M —
молярная масса пара.

Из выражения (5) следует, что потеря массы
в результате испарения происходит неравномерно
вдоль свободной поверхности жидкого слоя, значи-
тельно увеличиваясь вблизи закрепленной контакт-
ной линии. Неоднородный поток массы во время
испарения и соответствующая теплопередача изме-
няют распределение температуры вдоль поверхно-
сти капли и вызывают силы Марангони из-за зави-
сящего от температуры поверхностного натяжения.
Эти силы приводят к термокапиллярной конвекции
внутри капли.

2.2. Стефановское течение

Поскольку концентрация насыщенного пара не
является величиной, намного меньшей плотности
воздуха (см. таблицу), естественно учесть в рассмат-
риваемой задаче вклад стефановского течения в га-
зовой фазе [33].

В результате конвективного массопереноса в газе
скорость испарения увеличивается следующим об-
разом [26]:

J̃(r) =
ug
us

ln

(
ug

ug − us

)
J(r), (11)

где ug = Mgpg/(R̄T ), pg — атмосферное давление,
Mg = Mair(1 − Xv) +MvXv — молярная масса га-
за, находящегося рядом со свободной поверхностью
капли, Mair и Mv — молярные массы воздуха и па-
ра, Xv = usR̄T/(Mvpg) — мольная доля пара. Здесь
температура поверхности T является функцией r.

Отсюда следует, что cтефановское течение в газе
увеличивает скорость испарения примерно на 10%
и 18% для капель этанола и 0.65 сСт силиконового
масла соответственно.

Результаты, приведенные ниже в разд. 3, не учи-
тывают стефановское течение. Однако наши предва-
рительные численные расчеты для капли 0.65 сСт
силиконового масла с параметрами, указанными в
таблице, и краевым углом 20.49◦ показывают, что
влияние стефановского течения на распределение
температуры на поверхности капли весьма мало.

2.3. Гидродинамика

Основными уравнениями гидродинамики внутри
капли являются уравнения Навье –Стокса и уравне-
ние непрерывности для несжимаемой жидкости:

∂v
∂t

+ (v · ∇)v +
1

ρ
grad p = νΔv, (12)

div v = 0, (13)

Здесь ν = η/ρ — кинематическая вязкость, v — ско-
рость жидкости, p — давление.

Граничные условия для уравнений (12), (13)
включают условие прилипания v = 0 на границе
раздела подложка–жидкость и условие на границе
раздела жидкость–газ, включающее силы Марано-
гони, связанные с температурной зависимостью по-
верхностного натяжения. Вообще говоря, последнее
граничное условие можно выразить как [34](

p− pv − σ

(
1

R1
+

1

R2

))
ni =

= η

(
∂vi
∂xk

+
∂vk
∂xi

)
nk − ∂σ

∂xi
, (14)

где единичный вектор n направлен в сторону пара
вдоль нормали к поверхности. Взяв тангенциальную
составляющую этого уравнения, находим

dσ

dτ
= η

(
∂vτ
∂n

+
∂vn
∂τ

− vτ
dϕ

dτ

)
. (15)

Здесь dσ/dτ = σT dT/dτ , τi — компоненты единич-
ного вектора τττ , тангенциального к поверхности, ϕ —
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угол между нормалью к поверхности капли и вер-
тикальной осью. Отметим, что пакет моделирова-
ния ANSYS Fluent позволяет напрямую задавать
напряжение Марангони на свободной поверхности
капли, поэтому уравнение (15) уже реализовано в
программном обеспечении, и пользователю не нуж-
но его задавать.

2.4. Теплопередача в капле

Распределение температуры вычисляется с по-
мощью уравнения теплопроводности

∂T

∂t
+ v · ∇T = κΔT. (16)

Теплопроводность внутри подложки определяет-
ся уравнением

∂T

∂t
= κΔT. (17)

Граничные условия для уравнения теплопровод-
ности включают изотермическое граничное усло-
вие на нижней границе подложки T = Ts, адиа-
батическое граничное условие на границе раздела
подложка–газ ∂Ts/∂n = 0 и непрерывность тепло-
вого потока на границе раздела подложка–жидкость
ks∂Ts/∂z = k∂TL/∂z. Здесь TL и Ts соответствуют
температуре жидкости и температуре подложки, k
и ks — теплопроводности жидкости и подложки со-
ответственно.

Согласно экспериментальным условиям [25, 27],
в расчетах в настоящей работе используется под-
ложка с высокой теплопроводностью. В этом случае
граничные условия могут быть записаны просто как
T = Ts на границе раздела подложка–жидкость.

Граничное условие для потока тепла на поверх-
ности капли имеет вид

∂T

∂n
= −Q0(r)

k
, (18)

где

Q0(r) = −kair
(
∂T

∂n

)
air

+ LJ̃(r) + q̇r (19)

представляет собой полный тепловой поток на по-
верхности капли, который включает скрытую теп-
лоту парообразования, эффекты теплопроводности
в газе и тепловое излучение. Приведенные ниже
оценки показывают, что все эти эффекты важны
для капель, испаряющихся с нагретых подложек.
Здесь n — вектор нормали к свободной поверхно-
сти капли, kair

(
∂T/∂n

)
air

— тепловой поток, связан-
ный с неоднородным распределением температуры

в окружающем газе, kair — теплопроводность воз-
духа, J (r) — локальная скорость испарения, опре-
деляемая выражением (5),

q̇r = σBε(T
4 − T 4

a ) (20)

— поток излучения между каплей и окружающей
средой, σB — постоянная Стефана –Больцмана, ε —
коэффициент излучения, T и Ta — температура по-
верхности капли и температура окружающего газа
соответственно.

Соотношение (20) можно использовать при сле-
дующих условиях. Во-первых, важно, чтобы раз-
мер капли был намного больше характерных длин
волн теплового излучения, которые определяются
распределением Планка. При этом условии излуча-
тельная способность практически не зависит от час-
тоты [35]. И наоборот, для объектов, размеры кото-
рых намного меньше тепловой длины волны, воз-
можна суперпланковская теплопередача излучени-
ем в дальней зоне [36,37]. Во-вторых, важно, чтобы
изменение температуры внутри капли было намного
меньше, чем разница температур капли и окружаю-
щего газа.

Получим теперь соотношение для (∂T/∂n)air.
Квазистационарное распределение температуры

в газовой фазе определяется уравнением

ΔT = 0 (21)

с граничными условиями: T = Ts на поверхности
капли (в предположении, что разница температур
внутри капли намного меньше, чем разница темпе-
ратур капли и окружающего газа), T = Ta вдали
от капли. Эта задача математически эквивалент-
на уравнению (2) с соответствующими граничны-
ми условиями, поэтому можно использовать те же
формулы для аналитического решения. Из (5)–(8)
следует, что величина J(r)/(Dus) зависит только от
геометрии задачи. Из математической эквивалент-
ности следует, что

J(r)

Dus
=

1

Ts − Ta

(
∂T

∂n

)
air

. (22)

Следовательно, основное граничное условие
на поверхности капли принимает вид (19), где
(∂T/∂n)air вычисляется при помощи формул,
аналогичных (5)–(8):(

∂T

∂n

)
air

= J1(θ)

(
1− r2

R2

)−λ(θ)
, (23)

J1(θ)

1− Λ(θ)
= J1(π/2)(0.27θ

2 + 1.3), (24)
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J1(π/2) =
T − Ta
R

. (25)

2.5. Теплопередача в газовой фазе

Оценим относительную силу тепловых потоков
LJ(r) и kair (∂T/∂n)air, которые являются слагае-
мыми в (19). Из (22) следует, что тепловые потоки
равны, когда

Ts − Ta =
LDus
kair

. (26)

Следовательно, вклад эффекта теплопроводнос-
ти в воздухе соответствует тепловому потоку, свя-
занному с испарением, для

Ts − Ta ≈

≈

⎧⎪⎨⎪⎩
60.91К для этанола,
0.94К для гексанола,
22.53К для силиконового масла.

(27)

В данной работе рассматривается случай Ts − Ta ≈
≈ 10 К для капель этанола и силиконового масла,
поэтому рассмотрение эффекта теплообмена в газо-
вой фазе целесообразно для получения количествен-
ных результатов.

2.6. Тепловое излучение

Оценим относительную силу теплового потока
LJ(r) испарительного охлаждения и теплового по-
тока теплового излучения (20) между каплей и
окружающей средой.

Из уравнений (5)–(8) следует, что тепловые по-
токи примерно равны при

T ∼
(
LDus
σBεR

+ T 4
a

)1/4

. (28)

Следовательно, вклад эффекта теплового излу-
чения соответствует тепловому потоку испаритель-
ного охлаждения для

Ts − Ta ≈

≈

⎧⎪⎨⎪⎩
70.6К для этанола,
1.61К для гексанола,
30.69К для силиконового масла.

(29)

В данной работе рассматривается случай Ts − Ta ≈
≈ 10 K для капель этанола и силиконового масла,
поэтому учет влияния теплового излучения целе-
сообразен для получения количественных результа-
тов.

2.7. Численное моделирование

Мы решаем уравнение теплопроводности и урав-
нения Навье –Стокса методом конечных элементов
с использованием программного пакета моделирова-
ния гидродинамики ANSYS Fluent. Моделирование
включает несколько шагов.

• Построение геометрии и сетки.
Создаем трехмерную геометрию осесиммет-

ричной капли. Радиус кривизны поверхности и
высота капли равны соответственно R/ sin θ и
R(1/ sin θ − ctg θ). Следующим шагом является
разделение области моделирования на малые
вычислительные ячейки. Используем количество
ячеек от 200 до 500 тысяч в зависимости от угла
смачивания.

• Определение модели и настройка параметров.
Выбираем тип решателя со связью по давлению,

нестационарный режим, вязкое (ламинарное) тече-
ние и включаем расчет энергии в модели. Указыва-
ем физические свойства жидкости: плотность, вяз-
кость и температурную производную поверхностно-
го натяжения σT , позволяющую задавать напряже-
ния Марангони и т. д.

• Установка граничных условий и метода реше-
ния.

Граничные условия устанавливаются в соответ-
ствии с разд. 2. Скорость потери тепла (19) ука-
зывается с помощью пользовательской функции
(UDF), написанной на языке программирования Си.
Используется алгоритм решения SIMPLE (Semi-
Implicit Method for Pressure Linked Equations — по-
лунеявный метод для уравнений со связью по дав-
лению) метода Патанкара [38], доступный в пакете
Fluent. Основной особенностью этого метода явля-
ется использование зависимости между поправками
к скорости и давлению для обеспечения сохранения
массы и вычисления поля давления. Алгоритм на-
писан таким образом, что уравнение неразрывности
выполняется автоматически.

• Последующая обработка.
Мы отображаем результаты моделирования: по-

ле скорости, абсолютные значения скорости и рас-
пределение температуры, и затем анализируем вих-
ревую структуру и волновые картины.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

На рис. 1 показаны экспериментальные резуль-
таты из рис. 4 работы [27] и наши численные ре-
зультаты для высыхающей капли 0.65 сСт силико-
нового масла. Здесь Ts = 302.69 К, Ta = 294.88 К,
R = 2.09 мм, а угол смачивания капли составляет
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Рис. 1. Эволюция структур в распределении температуры на поверхности капли силиконового масла. В левой части
рисунка показаны экспериментальные данные, перепечатанные из работы [27] с разрешения правообладателя (Copyright
2019 Elsevier). Правая панель показывает соответствующие температурные структуры на поверхности капли, полученные

с помощью компьютерного моделирования с использованием параметров из таблицы
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Рис. 2. Временные зависимости неустойчивостей БМ в
капле силиконового масла для θ = 20.49◦. Графики со-
ответствуют следующим значениям времени испарения:
8 (а), 18 (б), 28 (в), 38 (г), 48 (д), 58 (е), 68 (ж) с. Вре-
менная эволюция профиля капли не учитывается, т. е. кон-
тактный угол остается постоянным во время моделирова-

ния

28.39◦, 20.49◦ и 17.18◦. Диффузия паров в воздухе,
гидродинамика в капле, эффекты теплопроводности
во всех трех фазах и тепловое излучение учитыва-
лись в численных расчетах в соответствии с обсуж-
дением в разд. 2.

Полученное поведение ячеек БМ качественно
согласуется с экспериментальными данными: при
большом угле смачивания наблюдается цветочная
структура, а при малых контактных углах ячейки
БМ занимают всю поверхность капли. При модели-
ровании не учитывалась временная динамика фор-
мы поверхности капли, поэтому детальные количе-
ственные результаты, такие как число ячеек БМ,
могут отличаться.

Отметим, что число Прандтля довольно вели-
ко для рассматриваемых задач, поэтому механизм
неустойчивости ГТВ [20, 21] имеет тенденцию пере-
мещать ячейки БМ в направлении от вершины кап-
ли к контактной линии.

Из рис. 2 видно, что осцилляции структуры яче-
ек являются очень медленными по сравнению с ха-
рактерными частотами ГТВ в [11, 12]. Таким обра-
зом, полученные результаты подтверждают в дан-
ном случае наличие нерегулярной осциллирующей
конвекции БМ, а не ГТВ. Ячейки конвекции Маран-
гони являются достаточно глубокими и практически
достигают дна капли, как показано на рис. 3.

Рисунок 4 был получен для испаряющейся капли
этанола. Здесь Ts = 307.05 К, Ta = 297.55 К, R =

= 2.95 мм, θ = 29.2◦. Временная динамика профиля
капли не учитывалась. Численные результаты ка-
чественно согласуются с экспериментальными дан-
ными. Мы получили 20 ячеек БМ, что согласуется
с численными результатами работы [25], получен-
ными другим методом. Мы подтверждаем резуль-
тат [25] о том, что полученная неустойчивость долж-
на быть описана как нестационарная конвекция БМ,
а не как ГТВ.
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Рис. 3. Вид сбоку для моделирования капли силиконового масла с θ = 20.49◦

Рис. 4. Структуры в распределении температуры на поверхности и график векторного поля скорости для капли этанола
с θ = 29.2◦. а) Экспериментальные данные, перепечатанные из работы [25] с разрешения правообладателя (Copyright
2017 AIP Publishing). б) Соответствующая картина температуры поверхности, полученная с помощью компьютерного
моделирования с использованием параметров из таблицы. в) График векторного поля скорости на поверхности капли,

полученный численно

Мы не рассчитывали инфракрасное изображе-
ние с помощью уравнения (31) из [25], поскольку
считаем, что это уравнение неверно. В частности,
уравнение написано в предположении, что тепловое
излучение распространяется только в вертикальном
направлении. Кроме того, используется выражение
Стефана –Больцмана, при этом не учитывается, что
максимум распределения Планка находится за пре-
делами диапазона длин волн, видимого инфракрас-
ной камерой, т. е. инфракрасная камера пропускает
значительную часть излучения.

На рис. 5 показаны вычисленные распределения
температуры на поверхности капли для разных зна-
чений θ. Для большого контактного угла наблюда-
ется цветочная структура ячеек БМ. В то же вре-
мя ячейки занимают всю поверхность капли при до-
статочно малых углах смачивания. Такая ситуация

отличается от полученной численно в [25], где ячей-
ки БМ располагались только вблизи контактной ли-
нии, и их количество увеличивалось с уменьшени-
ем высоты капли. Зависимости расположения яче-
ек БМ от угла смачивания на рис. 1 и 5 похожи,
что естественно, поскольку соответствующие физи-
ческие параметры довольно близки.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Мы выполнили трехмерное компьютерное моде-
лирование нестационарных неустойчивостейМаран-
гони в испаряющихся лежащих каплях этанола и
силиконового масла капиллярного размера на на-
гретой подложке с высокой теплопроводностью. Мы
проанализировали, насколько существенны различ-
ные физические эффекты в этой задаче и обнару-
жили, что, помимо нестационарной трехмерной теп-

368



ЖЭТФ, том 159, вып. 2, 2021 Моделирование нестационарных неустойчивостей Бенара –Марангони. . .

Рис. 5. Структуры в распределениях температуры на поверхности капли, полученные при помощи компьютерного моде-
лирования капли этанола для θ = 29.2◦ (а), 24◦ (б), 20◦ (в), 15◦ (г)

лопроводности в капле, нестационарной трехмерной
динамики несжимаемой жидкости и диффузии па-
ров в воздухе, также необходимо учитывать поток
излучения между каплей и окружающей средой и
теплопередачу в газовой фазе. Однако вклад таких
явлений, как нестационарные эффекты диффузии
паров в воздухе незначителен.

Интересно, что хорошо известное аналитическое
решение для скорости испарения в диффузионной
модели испарения [30], которое значительно упро-
щает расчет теплопередачи в капле, также может
быть использовано для расчета теплопроводности в
газовой фазе.

Наши результаты хорошо согласуются с экспе-
риментальными результатами [25, 27]. Мы подтвер-
ждаем вывод этих работ о том, что неустойчивость в
данном случае представляет собой нестационарную
конвекцию БМ, а не ГТВ.

Также проясняется поведение неустойчивостей
БМ при уменьшении краевого угла. Мы обнаружи-

ли, что уменьшение краевого угла приводит к увели-
чению размера ячеек БМ, что в конечном итоге пре-
вращает цветочную пространственную структуру в
структуру, в которой ячейки БМ занимают всю кап-
лю. Такое поведение наблюдалось эксперименталь-
но в [27], но, насколько нам известно, до сих пор
не было получено численно. Мы обнаружили, что
это поведение применимо и к испаряющейся капле
этанола [25]. Это устраняет несоответствие между
поведением ячеек БM в [27] и в [25].

Наши результаты также согласуются с недавни-
ми экспериментальными результатами [39], которые
показывают, что гидротермальные волны в капле
возникают только при относительно больших углах
смачивания.

Мы полагаем, что полученные результаты пред-
ставляют собой полезный шаг на пути к лучшему
пониманию термокапиллярной неустойчивости в ис-
паряющихся каплях.

12 ЖЭТФ, вып. 2
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В случае горизонтального слоя коллоидной суспензии изучены линейная неустойчивость и двумерные
нелинейные конвективные течения стратифицированной в поле тяжести коллоидной суспензии при учете
взаимодействия частиц. Получены зависимости порога возникновения колебательной конвекции, частоты
нейтральных колебаний и критического волнового числа от среднего значения объемной доли примеси.
Нелинейные слагаемые в диффузионном и седиментационном потоках, отражающие взаимодействие на-
ночастиц, приводят к понижению среднего поперек слоя градиента концентрации и снижению порога
возникновения конвекции и частоты нейтральных колебаний по сравнению с идеальным коллоидным
раствором. Проведено численное моделирование конечно-амплитудного течения в виде бегущей волны.
В отличие от случая молекулярных жидкостей и идеальных коллоидных растворов пространственная
структура поля концентрации хорошо описывается первой гармоникой и имеет слабый пространствен-
ный ангармонизм.

DOI: 10.31857/S0044451021020164

1. ВВЕДЕНИЕ

В однородной жидкости, заполняющей горизон-
тальный слой, под влиянием вертикального гради-
ента температуры возможно состояние механиче-
ского равновесия, когда макроскопическое движе-
ние жидкости отсутствует, а передача тепла осу-
ществляется только за счет молекулярного перено-
са. При нагреве снизу и достаточно большой раз-
ности температуры данное состояние становится
неустойчивым, возникающая неоднородность плот-
ности благодаря силам плавучести приводит к фор-
мированию конвективного течения [1, 2].

В случае неоднородных по составу жидкостей
(молекулярных смесей и коллоидных суспензий) по-
является дополнительный механизм формирования
неоднородности плотности за счет перераспреде-
ления их компонент [1–4]. Благодаря тому, что в
коллоидных суспензиях коэффициент диффузии на
несколько порядков меньше, чем в молекулярных

* E-mail: bsmorodin@yandex.ru

растворах, во многих исследованиях конвекции в
подобных средах они рассматриваются как одно-
родные, поскольку предполагается, что существен-
ные неоднородности в распределении примеси, обу-
словленные термодиффузией, магнитофорезом и се-
диментацией наночастиц примеси возникают толь-
ко на диффузионных временах, значительно превы-
шающих тепловое характерное время. Тем не ме-
нее имеются экспериментальные данные по конвек-
тивным течениям коллоидных суспензий, которые
нельзя объяснить с точки зрения модели однород-
ной жидкости [5–7].

Теоретический анализ конвекции в плоском слое
коллоида проведен в работах [8,9]. Однако он спра-
ведлив только для слабоконцентрированных раство-
ров. Как показывают исследования, в коллоидах
проявляется довольно сильная зависимость вязкос-
ти от концентрации [10], а также значительное от-
клонение закона диффузии от классического зако-
на Фика [11, 12]. Анализ влияния концентрацион-
ной зависимости вязкости на конвекцию коллоид-
ного раствора в плоском слое при подогреве сни-
зу был проведен в работе [13]. Учет неоднородности
вязкости смеси приводит к понижению порога кон-
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вективной устойчивости. Несмотря на сильную за-
висимость вязкости от концентрации, влияние дан-
ного эффекта на порог устойчивости механическо-
го равновесия оказался слабым. Значительные от-
клонения критического числа Рэлея от модели с по-
стоянной вязкостью наблюдаются только при очень
большой неоднородности смеси.

Теоретическое исследование диффузии твердых
частиц представлено в работе [14], в которой полага-
ется, что энергия Гиббса раствора в целом должна
определяться конфигурационным интегралом час-
тиц примеси, который может быть вычислен для
частиц в пустоте. Данная теория была развита в ра-
ботах [15, 16].

Сравнительный анализ различных моделей га-
за твердых сфер, проведенный в работе [17], пока-
зал, что в области умеренных значений объемной
доли частиц ϕ вириальное разложение и приближе-
ние Карнагана –Стерлинга дают практически иден-
тичные результаты.

Рассмотрение коллоидов с точки зрения теории
слабых растворов проведено в работе [12]. Отличие
данной теории от подхода [14] заключается в том,
что проводится разложение энергии Гиббса по сте-
пеням концентрации частиц примеси без учета рас-
смотрения конкретных видов межчастичных взаи-
модействий. Последовательное применение теории
слабых растворов [12] с учетом характерных особен-
ностей твердых частиц приводит к уравнениям, да-
ющим распределения концентрации, схожие с при-
веденными в [14]. Однако стоит отметить ряд отли-
чий. В теории [12] в химическом потенциале частиц
примеси добавочное слагаемое зависит от плотности
смеси как целого, что приводит к появлению допол-
нительного множителя (1 − ϕ).

Данная работа посвящена исследованию конвек-
ции коллоидной суспензии в горизонтальном слое с
учетом нелинейного закона диффузионного и седи-
ментационного потоков наночастиц, предложенного
в [12].

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим горизонтальный слой толщиной h,
заполненный коллоидным раствором (коллоидной
суспензией), расположенный в поле тяжести g =

= −gn (n — единичный вектор, направленный
вверх) и подогреваемый снизу. На горизонталь-
ных идеально теплопроводных и непроницаемых
для примеси границах слоя выполняется условие
прилипания смеси. Ось x декартовой системы ко-

ординат направлена вдоль горизонтальных границ
слоя, ось z — перпендикулярно им. В поле тяжес-
ти возникает поток примеси наночастиц, направ-
ленный к нижней границе. Поскольку к горизон-
тальным границам слоя приложен градиент темпе-
ратур δΘ/h = (θbottom − θtop)/h > 0, в смеси при
достаточно большом его значении действует и дру-
гой (конвективный) механизм транспорта наноча-
стиц. Плотность коллоидного раствора зависит от
объемной доли ϕ примеси по закону

ρ = ρf (1− ϕ) + ρpϕ, (1)

где ρ — плотность смеси в целом, ρf — плотность
жидкости носителя, ρp — плотность частиц. Урав-
нение состояния коллоидной суспензии при слабом
отклонении температуры θ и объемной концентра-
ции ϕ от некоторых средних значений θ0, ϕ0 можно
аппроксимировать линейной зависимостью:

ρ = ρ0 (1− α(θ − θ0) + β(ϕ − ϕ0)) , (2)

где α и β — положительные коэффициенты тепло-
вого и концентрационного расширения смеси соот-
ветственно:

α = − 1

ρ0

∂ρ

∂T
, β =

1

ρ0

∂ρ

∂ϕ
=
ρp − ρf
ρ0

. (3)

В концентрированных коллоидах поток частиц не
подчиняется классическому закону Фика, в кото-
ром полагается линейная зависимость потока час-
тиц от градиента концентрации. Для описания по-
токов частиц используем модель, предложенную в
[12], в которой поток частиц для случая умеренных
концентраций (ϕ3 � 1)) имеет вид

Jϕ = −D
[
(1 + pϕ)∇ϕ +

1

lsed
ϕ(1− ϕ)n

]
, (4)

где D — коэффициент диффузии наночастиц, p —
параметр, определяемый свойствами суспензии,
lsed = kbT

δρV g — длина седиментации [18], V — объем
частиц, kb — постоянная Больцмана, T — абсолют-
ная температура, δρ = ρp − ρf . Для коллоидных
растворов p ≈ 8.

Система уравнений тепловой конвекции колло-
идной суспензии примет вид

∂v
∂t

+ (v ∇)v = −1

ρ
∇P + νΔv +

+ (1− α(θ − θ0) + β(ϕ − ϕ0))g, (5)
∂θ

∂t
+ (v · ∇)θ = χΔθ, (6)

∂ϕ

∂t
+ div(ϕv) = −D∇Jϕ, (7)
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где v — скорость течения, P — давление, χ — тем-
пературопроводность,D — коэффициент диффузии
наночастиц. Несмотря на неоднородность плотно-
сти, создаваемую за счет перепадов концентрации,
жидкость можно считать несжимаемой. Для под-
тверждения этого рассмотрим уравнение неразрыв-
ности:

∂ρ

∂t
+ div(ρv) = 0. (8)

Учтем зависимость плотности от температуры и
концентрации (2) и, пользуясь уравнениями (6), (7),
(16), получим

div v � αχΔθ − βD×

× div

[
(1 + pϕ)∇ϕ +

1

lsed
ϕ(1 − ϕ)n

]
. (9)

Учитывая, что div v при конвективных течениях
имеет значения порядка χ/h2, лапласиан температу-
ры — значения порядка δΘ/h2, а слагаемые в правой
части, отвечающие за пространственное распреде-
ление концентрации, — порядка ϕ0/h

2 и ϕ0/(hlsed),
найдем условие применимости модели несжимаемой
жидкости (div v =0):

αδΘ � 1,
βDϕ0

χ
� 1,

βDϕ0

hlsed
� 1. (10)

Тепловые возмущения не вызывают существенного
нарушения условия несжимаемости жидкости даже
при разности температур в сотню градусов ввиду
малости коэффициента теплового расширения α ∼
∼ 10−4–10−3. В случае переноса частиц примеси
концентрационный коэффициент плотности, опре-
деленный по объемной концентрации частиц, может
быть существенно больше: β ≈ 1–5, однако ввиду
малости коэффициента диффузии для коллоидных
суспензий (D ∼ 10−7 см2/с) по сравнению с коэффи-
циентом температуропроводности (χ ∼ 10−3 см2/с)
они не способны вызвать значительные отклонения
поля скорости от соленоидального вида div v = 0,
даже при сильной концентрации суспензии.

Поскольку задача (5)–(7) изотропна в плоскос-
ти слоя, плоские (двумерные) и пространствен-
ные (трехмерные) возмущения одинаково опасны. В
дальнейшем будем рассматривать двумерные возму-
щения и эволюцию двумерных течений.

Введем функцию тока и завихренность жидкос-
ти соотношениями

∂Ψ

∂x
= vz,

∂Ψ

∂z
= −vx, Φ = (rotv)y (11)

и запишем уравнения конвекции в безразмерном ви-
де, используя следующие масштабы: длины — h,

времени — h2/χ, скорости — χ/h, температуры —
δΘ, концентрации — ϕ0, давления — ρχ2/h2. Тогда
имеем

∂Φ

∂t
+
∂Ψ

∂x

∂Φ

∂z
− ∂Ψ

∂z

∂Φ

∂x
=

= Pr

[
ΔΦ+R

∂θ

∂x
− Bl

∂ϕ

∂x

]
, (12)

Φ = ΔΨ, (13)
∂θ

∂t
+
∂Ψ

∂x

∂θ

∂z
− ∂Ψ

∂z

∂θ

∂x
= Δθ, (14)

∂ϕ

∂t
+
∂Ψ

∂x

∂ϕ

∂z
− ∂Ψ

∂z

∂ϕ

∂x
= −Le∇jϕ. (15)

jϕ = −
[
(1 + pϕ0ϕ)∇ϕ +

1

l
ϕ(1 − ϕ0ϕ)n

]
. (16)

Здесь R = αgh3δΘ/νχ, B = βgh4ϕ0/(νχlsed), Le =

= D/χ, Pr = ν/χ, l = h/lsed — соответственно теп-
ловое число Рэлея, число Больцмана, число Льюиса,
число Прандтля, безразмерная длина седиментации,
а также два дополнительных параметра (по срав-
нению с задачей [8, 9]): p — коэффициент, характе-
ризующий зависимость диффузии от концентрации,
ϕ0 — среднее значение концентрации. Отметим, что
число Больцмана, используемое при описании кон-
векции коллоидной суспензии, связано с концентра-
ционным числом Рэлея RD = βgh3ϕ0/νχ следую-
щим образом: B = RD/l. Граничные условия к зада-
че (12)–(16), соответствующие идеально теплопро-
водным непроницаемым горизонтальным границам,
на которых отсутствует проскальзывание, запишут-
ся в виде

ψ(0) = 0, ψ(1) = 0,(
∂ψ

∂z

)
0

= 0,

(
∂ψ

∂z

)
1

= 0,

θ(0) = 0, θ(1) = 0,

z = 0, 1 : (jϕ)z = 0.

(17)

3. МЕХАНИЧЕСКОЕ РАВНОВЕСИЕ

При подогреве горизонтального слоя жидкости
снизу возможно состояние механического равнове-
сия, когда макроскопические течения отсутствуют
(v = 0). При этом распределение температуры яв-
ляется линейной функцией вертикальной координа-
ты:

θs = 1− z. (18)

Распределение концентрации в горизонтальном слое
в стационарном случае механического равновесия
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ϕs(z) определяется решением уравнения для эволю-
ции примеси (15) с учетом (16), в котором левая
часть равна нулю:

∂

∂z

(
(1+pϕ0ϕs)

∂ϕs
∂z

+
ϕs
l
(1−ϕ0ϕs)

)
= 0 (19)

или

(1 + pϕ0ϕs)
∂2ϕs
∂z2

+ pϕ0

(
∂ϕs
∂z

)2

+

+
1− 2ϕ0ϕs

l

(
∂ϕs
∂z

)
= 0. (20)

Решение имеет вид

ϕs = 1 +
G

ϕ0p
W
(
Aexp

(
−z
r

))
− 1− ϕ0

1− 2ϕ0
, (21)

где W — функция Ламберта и введены обозначения

G = 1 +
pϕ2

0

1− 2ϕ0
, r =

lG

1− 2ϕ0
. (22)

Константа A находится из условия постоянства
средней концентрации

1∫
0

ϕs = 1. (23)

Уравнение (23) не имеет аналитического решения
для A в общем виде, однако может быть решено
численно при задании конкретных значений пара-
метров l, p, ϕ0.

В случае идеального слабого раствора (p = 0,
ϕ0 → 0) распределение концентрации описывается
классическим барометрическим распределением

ϕis =
1

l

exp(−z/l)
1− exp(−1/l)

− 1, (24)

а разность концентраций на верхней и нижней гра-
ницах имеет вид

δϕis = ϕis(z = 0)− ϕis(z = 1) =
1

l
. (25)

Поведение величины δϕ/δϕis, характеризующей
отношение среднего градиента концентрации в слое
к соответствующему значению для идеально слабо-
го раствора, в зависимости от средней концентрации
ϕ0 показано на рис. 1. Учет взаимодействия нано-
частиц в коллоидной суспензии приводит к умень-
шению разности концентраций δϕ на границах слоя
по сравнению со случаем идеального раствора. Так,
при объемной доле частиц порядка 10% градиент
концентрации уменьшается практически вдвое.

Рис. 1. Зависимости разности концентраций на верхней и
нижней границах слоя от среднего значения концентрации
при l = 10. Штриховая линия соответствует p = 0, сплош-

ная — p = 4, штрихпунктирная — p = 8

4. АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ

Рассмотрим малые возмущения функции тока ψ,
температуры θ и концентрации ϕ̃ от соответствую-
щих равновесных значений:

θ = θs + ϑ,

ϕ = ϕs + ϕ̃.
(26)

Будем искать решение в виде плоских нормаль-
ных возмущений:

ψ(x, z, t) = ψ(z) exp(−λ+ ikx),

ϑ(x, z, t) = ϑ(z) exp(−λt+ ikx),

ϕ̃(x, z, t) = ϕ̃(z) exp(−λt+ ikx),

(27)

где k — волновое число, λ— комплексный декремент
затухания.

Тогда уравнения для эволюции малых возмуще-
ний функции тока, температуры и концентрации за-
пишутся в виде

− λΔψ = Pr (ΔΔψ +ikRϑ− ikBlϕ̃) , (28)
− λϑ− ikψ = Δϑ, (29)

−λϕ̃+ ikψ
∂ϕs
∂z

= Le

(
∂jϕz
∂z

−k2(1+pϕ0ϕs)ϕ̃

)
, (30)

где jϕz — z-компонента потока частиц, связанная с
возмущениями концентрации ϕ̃,

jϕz = (1 + pϕ0ϕs)
∂ϕ̃

∂z
+ pϕ0

∂ϕs
∂z

ϕ̃+

+
ϕ̃

l
(1− 2ϕ0ϕs). (31)
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Выражение для jϕz заметно упрощается, если ис-
пользовать замену

ϕ̃ =
∂ϕs
∂z

φ, (32)

как это ранее делалось в более простом случае сла-
бой концентрации коллоидной суспензии [19]. После
подстановки (32) в уравнение (31) и явного вычис-
ления производной получим выражение

jϕz = (1 + pϕ0ϕs)
∂ϕs
∂z

∂φ

∂z
+

(
(1 + pϕ0ϕs) ×

× ∂2ϕs
∂z2

+ pϕ0

(
∂ϕs
∂z

)2

+
1− 2ϕ0ϕs

l

∂ϕs
∂z

)
φ, (33)

в котором благодаря (20) второе слагаемое обраща-
ется в нуль. Для вертикального потока наночастиц
окончательно получим

jϕz = (1 + pϕ0ϕs)
∂ϕs
∂z

∂φ

∂z
. (34)

Вычисляя далее производную

∂jϕz
∂z

= (1 + pϕ0ϕs)
∂ϕs
∂z

∂2φ

∂z2
+

+ (1 + pϕ0ϕs)
∂2ϕs
∂z2

∂φ

∂z
+ pϕ0

(
∂ϕs
∂z

)2
∂φ

∂z
(35)

и еще раз используя соотношение (20), получим

∂jϕz
∂z

= (1 + pϕ0ϕs)
∂ϕs
∂z

∂2φ

∂z2
−

− 1− 2ϕ0ϕs
l

∂ϕs
∂z

∂φ

∂z
. (36)

Подставляя ϕ̃ в виде (32) и ∂jϕz/∂z в систему
(28)–(30) и сокращая множитель ∂ϕs/∂z в уравне-
нии (30), получим систему уравнений для эволюции
возмущений в окончательном виде:

− λΔψ = Pr

(
ΔΔψ + ikRϑ− ikBl

∂ϕs
∂z

φ

)
, (37)

− λϑ− ikψ = Δϑ, (38)

− λφ + ikψ = Le

(
(1 + pϕ0ϕs) ×

×
(
∂2φ

∂z2
− k2φ

)
− 1− 2ϕ0ϕs

l

∂φ

∂z

)
. (39)

Граничные условия для возмущений функции тока
и температуры имеют вид

ψ = 0,
∂ψ

∂z
= 0, ϑ = 0 при z = 0, 1. (40)

Равенство нулю z-компоненты потока вещества на
горизонтальных границах, записанного в виде (34),
немедленно дает граничное условие для вспомога-
тельной функции:

∂φ

∂z
= 0 при z = 0, 1. (41)

Для решения задачи устойчивости (37)–(39) с гра-
ничными условиями (40), (41) использовался метод
Галеркина [2] с разложением полей функции тока,
температуры и переменной φ по наборам базисных
функций [19], удовлетворяющих граничным услови-
ям (40), (41):

ψ =

Nψ∑
n=1

ψn sin(nπz) sinπz,

ϑ =

Nϑ∑
m=1

ϑn sin(mπz),

φ =

Nφ−1∑
q=0

φq cos(qπz).

(42)

Подставляя разложения (42) в систему (37)–(39)
и составляя условия ортогональности метода Галер-
кина, получим линейную систему уравнений для
амплитуд ψn, ϑn, φq, содержащуюK = Nψ+Nϑ+Nφ
уравнений. Условием существования нетривиально-
го решения полученной системы является равенство
нулю определителя, матрицы A размера K × K,
составленной из коэффициентов при соответству-
ющих амплитудах. После преобразования матрицы
A к виду, при котором декременты λ расположены
только на диагонали:

A = C − λE,

где E — единичная матрица, задача определения
декрементов возмущений сводится к задаче поиска
собственных значений матрицы C.

Декремент λ является функцией параметров за-
дачи: λ = λ(R,B, l,Pr,Le, p, ϕ0, k), при этом усло-
вие λr = Reλ = 0 определяет границу конвективной
устойчивости.

В расчетах использовалось разложение по 15 ба-
зисным функциям для каждого из полей скорости,
температуры и концентрации (Nψ = 15, Nϑ = 15,
Nφ = 15). Дальнейшее увеличение количества ба-
зисных функций приводило к изменению крити-
ческого значения числа Рэлея, не превышающему
0.05%.

Обсудим результаты исследования линейной
устойчивости механического равновесия коллоид-
ной суспензии, в котором устанавливается линейный
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Рис. 2. Зависимости порогового числа Рэлея от числа
Больцмана при некоторых значениях средней концентра-

ции, Pr = 5.5, l = 10, p = 8, Le = 1.5 · 10−4

профиль температуры и профиль концентрации
ϕs(z). При рассмотрении предполагается, что кол-
лоидная суспензия имеет типичное значение числа
Льюиса Le = 1.5 · 10−4, а число Прандтля Pr = 5.5

или Pr = 100.
Конвекция возникает в результате возрастания

колебательных возмущений. В работе [9] показано,
что без учета зависимости коэффициента диффузии
от концентрации (p = 0, что справедливо для сла-
бых растворов) порог устойчивости механического
равновесия слоя коллоидного раствораRC в области
l � 1 хорошо описывается линейной зависимостью
от числа Больцмана:

RC = R0 + aB, (43)

где R0 = 1708 — порог устойчивости однородной
жидкости, a— некоторая функция от числа Прандт-
ля, например, a(Pr = 100) = 1.01, a(Pr = 5.5) = 0.93.
Результаты расчетов порога устойчивости для кон-
центрированного коллоида (37)–(39) представлены
на рис. 2.

Учет квадратичных слагаемых в потоке наноча-
стиц приводит к понижению RC с ростом средней
концентрации, что обусловливается, по-видимому,
уменьшением эффективного градиента концентра-
ции. Разность концентраций в идеальном коллоид-
ном растворе на верхней и нижней границах слоя
в размерном виде определяется отношением δϕis =

= (ϕ0h)/lsed, а в безразмерных переменных — δϕis =

= 1/l. Как показано на рис. 1, в концентрированном
коллоиде с увеличением среднего значения объем-

Таблица. Сравнение значений коэффициента a при
некоторых параметрах задачи

a aef

ϕ0 Pr = 100 Pr = 5.5 Pr = 5.5 Pr = 100

0.01 0.923 0.829 0.904 8.12

0.05 0.684 0.614 0.912 8.19

0.10 0.505 0.456 0.912 8.23

ной доли ϕ0 разность концентраций (а следователь-
но, и градиент внутри слоя) уменьшается.

Зависимости RC(B,Pr) в случае нелинейной за-
висимости потока наночастиц от средней концентра-
ции так же хорошо описываются соотношением (43).
Значения коэффициентов приведены в таблице.

Отметим, что если в зависимости (43) ис-
пользовать эффективное число Больцмана Bef =

= Bδϕs/δϕ
i
s:

RC = R0 + aB = R0 + aefBδϕs/δϕ
i
s =

= R0 + aefBef , (44)

то эффективный коэффициент пропорциональности

aef = aδϕis/δϕs (45)

практически не зависит от средней концентрации
коллоидного раствора, а определяется только чис-
лом Прандтля (см. таблицу).

Зависимости приведенного критического числа
Рэлея r = RC/(RC(ϕ0 → 0)), волнового числа k,
частоты нейтральных колебаний ω от средней объ-
емной доли приведены на рис. 3. Увеличение сред-
ней объемной доли примеси приводит не только к
понижению порога конвективной устойчивости, о
чем шла речь при обсуждении рис. 2. Уменьше-
ние частоты нейтральных колебаний с ростом сред-
ней концентрации также объясняется уменьшением
среднего градиента концентрации частиц в слое за
счет их взаимодействия. В предельном случае од-
нородной жидкости конвекция связана с монотон-
ными возмущениями (частота нейтральных колеба-
ний равна нулю). Отметим, что эффект понижения
порога конвекции проявляется сильнее при боль-
ших значениях числа Больцмана. Так, при B = 104

при объемной доле примеси 0.15 порог понижается
практически в два раза.
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Рис. 3. Зависимости приведенного порогового числа Рэ-
лея r (а), волнового числа k (б) и частоты нейтральных
колебаний ω (в) от ϕ0 при различных наборах парамет-
ров B, Pr и l при p = 8 и Le = 1.5 · 10−4. Пунктирные
линии — Pr = 5.5, B = 103, l = 10, штриховые линии —
Pr = 5.5, B = 103, l = 1, сплошные линии — Pr = 5.5,
B = 104, l = 10, штрихпунктирные линии — Pr = 100,
B = 103, l = 10, точки — результаты прямого численного

моделирования при Pr = 5.5, B = 103, l = 1

5. НЕЛИНЕЙНЫЕ ТЕЧЕНИЯ

Для анализа двумерных конечно-амплитудных
течений система нелинейных уравнений (13)–(15) с
граничными условиями (17) решалась методом ко-
нечный разностей [20]. При переходе к дискретным
аналогам уравнений движения и теплопроводно-
сти пространственные производные аппроксимиро-
вались центральными разностями. Поскольку урав-
нение концентрации (15) должно удовлетворять за-
кону сохранения массы, оно записывалось в консер-
вативной форме и аппроксимировалось при помощи
метода контрольного объема [20]. Для дискретно-
го представления конвективных слагаемых приме-
нялись центральные разности. Решение уравнения
Пуассона проводилось c помощью быстрого преоб-
разования Фурье. Подробное описание численного
алгоритма приведено в [21]. При расчетах исполь-

зовались периодические по горизонтали граничные
условия на длине ячейки L = 2 (или L = 2π/kmin),
соответствующей минимальному волновому числу
(kmin ∼ π) для следующего набора параметров:
(Pr = 5.5, Le = 1.5 · 10−4, l = 1, p = 8 и ϕ0 = 0.1), а
также сетка 129× 65.

В качестве начальных условий задавалось ли-
нейное распределение температуры и распределение
концентрации ϕs(z) при наличии оседания частиц.
Решение уравнения (19) для ϕs(z) находилось чис-
ленно.

Пороги конвективной устойчивости, полученные
в ходе линейного анализа (штриховая линия на
рис. 3а) и в результате расчета с помощью конеч-
но-разностной схемы (точки на рис. 3а), хорошо со-
гласуются.
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Рис. 4. Зависимости от t a) функции тока в фиксированной точке слоя, б) координаты максимума функции тока при
формировании бегущей волны B = 103, R = 2220, Pr = 5.5, Le = 1.5 · 10−4, ϕ0 = 0.1, p = 8

Зависимости от времени локального значения
функции тока Ψ = ψloc в точке с координатами (x =

= 1/4, z = 1/2) и координаты максимального значе-
ния функции тока приведены на рис. 4 при фиксиро-
ванном наборе параметров. Возникновение неустой-
чивости начинается ростом колебательных возму-
щений. На начальном интервале роста возмущений
(t < 0.5) координата максимума скачком изменяет-
ся между значениями xmax = 1.5 и xmax = 0.5, что
соответствует стоячей волне (SW, standing wave),
которая с течением времени увеличивает амплиту-
ду (рис. 4а). Затем (в интервале 0.5 < t < 15.0)
стоячая волна в результате переходного процесса
трансформируется в бегущую волну (TW, traveling
wave). При этом сквозное горизонтальное движе-
ние конвективных валов через всю ячейку появ-
ляется при t ≈ 1.0 и становится явно заметно на
графиках xmax(t) (рис. 4б). Фазовая скорость вол-
ны соответствует тангенсу угла наклона графика
xmax(t). Переход от стоячей волны к бегущей про-
исходит последовательно через 1) смешанное состо-
яние (1.5 < t < 5.0), в котором присутствуют фазы
бегущей и стоячей волн (горизонтальные части гра-
фика xmax(t)), и далее 2) модулированную бегущую
волну (5.0 < t < 15.0). Изначально сформировавша-
яся бегущая волна (рис. 4б, t ≈ 5.0) сильно моду-
лирована по фазе, затем глубина модуляции умень-
шается до нуля и скорость TW становится постоян-
ной (t > 15.0). Во время всего переходного процес-
са амплитуда функции тока в фиксированной точке
немонотонно растет, достигая постоянного значения
в режиме бегущей волны (Ψ = 1.05).

Структуры полей функции тока, температуры и
концентрации в бегущей волне приведены на рис. 5.

Структуры полей функции тока и температуры,
хорошо описывающихся первой пространственной
гармоникой, такие же, как в случае устойчивого
режима сильно нелинейных бегущих волн (strong
nonlinear traveling wave, SN TW), наблюдаемых в
молекулярных жидкостях [22] и идеальных колло-
идных суспензиях [9]. При этом структура поля кон-
центрации в нашем случае, также хорошо описыва-
ющаяся первой пространственной гармоникой, зна-
чительно отличается от структуры в режиме SN
TW, когда распределение примеси характеризует-
ся сильным пространственным ангармонизмом, а за-
висимость распределения концентрации от горизон-
тальной координаты на середине высоты слоя имеет
трапецеидальную форму: чередование постоянных
высокой и низкой концентраций в ядрах конвектив-
ных валов и резкие переходы в узких пограничных
слоях. Относительные величины амплитуд несколь-
ких первых пространственных гармоник в распреде-
лении полей функции тока и концентрации на раз-
личных высотах в слое представлены на рис. 6, кото-
рый подтверждает сделанный выше вывод о струк-
туре полей функции тока и концентрации. Отметим,
что качественных изменений в эволюции течения от
режима стоячей волны к бегущей в нашем случае,
учитывающем взаимодействие частиц, и в режиме
SN TW не наблюдается.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведен анализ линейной устойчивости и иссле-
дована нелинейная эволюция стратифицированной
коллоидной суспензии в плоском горизонтальном
слое при нагреве снизу при учете зависимости
диффузии и гравитационного оседания от концент-
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Рис. 5. Поля функции тока (a), температуры (б), концент-
рации (в) в режиме бегущей волны. B = 103, R = 2220,

Pr = 5.5, l = 1, p = 8, ϕ0 = 0.1, Le = 1.5 · 10−4

рации частиц при условии взаимодействия частиц.
Показано, что несмотря на значительную неод-
нородность плотности приближение Буссинеска
остается справедливым благодаря медленности
диффузионных процессов. Получены зависимости
порога устойчивости состояния механического
равновесия, частоты нейтральных колебаний и
критического волнового числа от среднего значения
концентрации примеси. Наличие взаимодействия
наночастиц и, соответственно, учет нелинейных
слагаемых в потоке транспорта наночастиц: диф-
фузии и седиментации в поле тяжести, приводит
к понижению среднего градиента концентрации
и снижению порога конвективной устойчивости
и частоты нейтральных колебаний по сравнению

Рис. 6. Относительные амплитуды пространственных гар-
моник в различных горизонтальных разрезах конвектив-
ной ячейки z для полей функции тока (а) и концентра-
ции (б). B = 103, R = 2220, Pr = 5.5, l = 1, p = 8,

ϕ0 = 0.1, Le = 1.5 · 10−4

с идеальным раствором. Порог устойчивости,
предсказанный теорией в отсутствие учета взаи-
модействия частиц примеси [8], в случае больших
средних объемных концентраций может быть
сильно завышен. Методом конечных разностей
проведено прямое численное моделирование тече-
ний, формирующихся вблизи порога устойчивости
механического равновесия. Показано, что в ре-
зультате эволюции формируется бегущая волна,
со слабонелинейной пространственной структурой
поля концентрации.

Финансирование. Работа выполнена при фи-
нансовой поддержке Российского фонда фундамен-
тальных исследований (проект №20-01-00491).
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